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Errata. 

Page 1, ligne 13; au lieu de et de ç, lisez ou de ç, 

— 13. ligne- 32; au lieu de Œ^)/, Usez k2n(f(^))\ 

ligne dernière; au lieu de f(— ), . /wez k"f(- ). 

K K. 

— 15, ligne 6; au Ueu de sîm ^, Usez sin am p. 

— 22, formule (68) ; ajoutez le signe négatif. 

— 86, ligne 11; au lieu de vl^=- 1, lisez n = 1. 

— 102, formule (2); au lieu de 1 — e^^, Usez 1 — e^, 

et au lieu de e^" lisez p^°. 

— 103, ligne 23; au Ueu de f(o) +J„(f(n) + ç (n)), 

00 * 

lisez f(o)+^n(2f(n) + Ç(n)). 
1 

— 112, ligne IS] au Ueu de cos am u . z/ am u, lisez sin am u . z/ am u. 

— 138, formule (1); au lieu de sin am n, lisez sin am u, 

et au lieu de sin (-^^- ), lisez sin ( ^ ). 

— 174, seconde formule (2); au lieu de -\- li^ Usez li +. 

~ 176, formule de (12); au lieu de 2ni—iy^ Usez 2^. 

I I 

— 181, formule (5), dans le dénominateur; au lieu de -\- q^^'^^^^ 

lisez + q^i2m-i)^ 

— 254, 'ligne 33; au lieu de tang* ^ ot'2 • ^^^ 94^ ^^^^ tang^ i a'^ . sîn 9^4, 

— 259, ligne 12; aw lieu de (11), Usez (12 j. 

— 270, ligne dernière; au Ueu de 0,8728n lisez 0,7728ii. 
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TRA-ITÉ I^^LÉMENTAIRE 

DES 

FONCTIONS ELLIPTIQUES. 

Chapitre preraier. 

Définitions et théorème fondamental d'ABEL snr C addition de^ 

intégrales elliptiques, 

' • Dans Tintégrale définie 

/x dx P9 dç 

V 1 ~x2. V 1 -k'^x^ " J VT^^k^ 
où X -- sin9, on considère 9, x, |/"l-— x^ et j/l - k'^x^ comme fonctions de 
u, chacun des radicaux j/l— x^et j/l — k'^x* avec le signe qu'il aura à 
la fin de Tintégratiog, en supposant qu'il commence pour x --= o par la valeur 
positive -f- 1. On jes nomme fonctions elliptiques de u, et cette dernicire 
intégrale elliptique de x et de 9. 

La constante k est nommée le module de l'intégrale u ou des fonctions 
elliptiques 9, x, \/l—^\ j/l— kV. La quantité l/l -k'^ est nommée le 
module complémentaire- ^i désignée par k'. On a donc entre les deux modu- 
les réqiiation: k" -f- k'^ ^^ U 

Pour bien fixer les valeurs des modules k ot k', le carré k^ étant 
donné, nous choisirons les signes des racines carrées de k'^ et k'^ tels que, 
si k'-^ ou k'-^ sont réelles < et positives,. k ou k' seront positives; si k*^ ou k'^ est 
réelle mais négative, on choisira le signe de k tel que: k -= ^^"7^ — — i j/Tk^, 
etdek'telque: k'- ~~^ - -- — i Y'^*\ i désignant l'index imaginaire |/"-l ; 
enfin si k'^ et k'*^ sont imaginaires, on choisira le signe de k et de k' tel que 
leurs parties réelles seront positives. 

l 



L*arc 9 est nommé CampUtude de u; x est donc le sinus de l* amplitude 
de u, et l/i — x^ le cosinus de tainplitude de u; j/i— k*x* est nommée le Delta 
de Vamplitude de u. L'intégrale u est nommée Vargument dont VampUtude est 
ç, ou ^argument dont le sinus de VampUtude est x. 

On désigne ces fonctions par les abréviations suivantes: 

9 =^ ara (u,k), ou simplement am u, 
X --^ sin am(u,k), ou simplement sîn am u, 
yl — x'- = cosam (u,k), ou simplement cos am u, 
yl — k^^ => A am (u,k), ou simplement A am u, 
u --= arg am (9îk) = arg sin am (x,k), ou simplement = arg am 9 = arg sin am x. 

^' Si Ton fait pour abréger }/ 1 — x^ = y, |/ 1 — k'^^x*^ =^ z, on aura: 

zdz 

.2 , et par conséquent: 



dx - - ?^^ = - '-^^ 



3. 



d9 dx dy dz 

A9 yz xz k'^xy 

De là on trouve les différentielles: 

d9 .-^ A9 . du, ou d (am u) = A am u . du, 

dx -= yz . du, on d (sin am u) -- cos am u . A am u . du, 

dy '^= - xz . du, ou d (cos am u) ^^ — sîn am u . A am u . du, 

dz = — k^xy . du, on d( A am u) -^ — k' sin am u . cos am u . du. 

Considérons les trois équations: 



xi (a 4- xi^) + b yi - xi'^. Kl— k%'^' ■■'■= o, 
( 1 ) { X2 (a + X2^) + b yV^x^^ V^l-kW --= o, 

X3 (a -f xa^) ^- b Vl—x^'K ^l-kV' =" o. 
Les quantités Xi, x^ et X3 satisfont alors toutes à Téquation: 

X (a -I- x^) + b yi-x^. V^l—k^^- o, 
ou xi^, X2*, X3^ sont les racines de l'équation du troisième degré par rap- 
port à x^ : 

(2) x^ta + x2)2 - b^d - x^) (1 - k^x^) = o. 

On a par conséquent: 
x2(a-fx2)^-b*^(l-x2)(l -k2x2)=xMb^k^-2a)xH(a^ + b'^ + b^k^-^jx^-b^ ~-- 

= (x'^~ xi2)(x2-. xa2)(x^ - X3^), 
et de là: 

(xiM- X2^+ X3^ -- b2k2~2a, 

(3) jx2^X3^-l-Xi^X3^+ xj^xa* --= a'^4- h^+ h''r\ 

\ Xi X2 X3 — D , 

Les cinq quantités Xj, x*^, X3, a et b étant liées par les trois équations 
(1) ou (3), les signes de Xj, x^ et X3 étant toujours déterminés par les 
équations (1), on peut en considérer deux quelconques comme variables 



indépendantes, et déterminer les trois autres en fonctions de ceux-ci. Consi- 
dérons donc a et b comme les variables indépendantes/ Si Ton pose pour 

abréger : 

9(x) = xHsL + x^)^- b2(l— x^jd— kV^), 

on aura: 9(^0 =^ o, 9(x.2) = o, (f{x^) =^ o. 

Différentions ces équations. En désignant par ç'(x) la dérivée de cp(x) 
par rapport à x seule, a et b étant considérées comme constantes, on trouvera: 
dçp(xi) --^ 9'(xi) . dxi+ da9(xi) . da + db9<xj . db = 

= 9'(x,) . dxi+ 2x1 2(a 4- x,2).da — 2b(l-xi*j(l-k2xi2).db-= o, 
et de là: 

9'(xi) . dxi= — 2xi2(a + xi«) . da + 2b(l~xi*^)(l— k'xi*) . db. 
En vertu de la première équation (1) on a maintenant: 

xiCa + xi^) =- — bj/l -xi*, l/r^k^7, 
b(l - Xj^Xl-k^xi*-^) =- - xi(a + xi^) . l/l-xi^.j/r^k^, 
et en substituant ces valeurs dans Téquation précédente on trouvera: 
9'(xi) . dxi = (2bxi . da — 2xi(a + xi*) . db) . V^l-^^. V^i-~k'^xT^, 

dxi 2xi (b.da — a.db) — 2xi^ db 

V^l— xi^. V^l— k^xi^ ~ Ç'(xi) " . ' 

De même on aura: 

dx2 2x2 (b . da— a.db) - 2xa'.db 

j/l - x^s . Vl- k W "" 9'(X2) ' 

dx3 _ 2x3(b.da — a.db) — 2x3^. db 

et en ajoutant ces trois équations: 

dxi , dx2 , clx3 



2 
3 



l/l-xi^ j/l-k^xi^ Vl'X^:^ .V^l-k2x2-^ Vl'Xz^ ."Kl-k^xa' 

On a maintenant: 

<p(x) =- (x*- xi*) (x*- xi) (x2- X3«); 

et en différentiant par rapport à x: 

<p'(x)= 2x(x* -Xa^Kx^-Xj*) f-2x{x* - x 2)(x«-X3*)+2x(x* -Xi*)(x* x^). 

De là on trouve: 

xi _ _1 . xi" _ îl! . 

<p'(xij 2(xr«-Xa*)(xj-^-X3V (p'(x,) ' 2(x,2-Xa2)(xi*-X3*)' 

xj _ 1 _ X4' • xa* 

9'(xa) ''2(xj*~Xi'»W~-^*)' "<p'(x2) ""2(xa«-x,*)(x;2-x3*)' 

X3 1 . Xj* X3* 



Ç'(X3) ' 2(X3--'- Xi2)(X3*- xi) ' 9'(X3) '. 2(X3«- Xi*)(x3^- X^*) 



L'arc 9 ®st nommé ^ amplitude de u; x est donc le sinus de f amplitude 
cZô u, et ]/ 1 — x^ /e cosinus de C amplitude de u; )/i— k*x^ est nommée le Delta 
de Vainplitude de u. L*intégrale u est nommée ^argument dont VampUtude est 
ç, ou l^ argument dont le sinus de VampUtude est x. 

On désigne ces fonctions par les abréviations suivantes: 

ç =^ am (u,k), ou simplement am u, 
X --^ sin am(u,k), ou simplement sin am u, 
yl — X" = cosam (u,k), ou simplement cos am ii, 
|/^1 ~ k^x^ =' A am (u,k), ou simplement A am u, 
u -= arg am (ç,k) = arg sin am (x,k), ou simplement = arg am ç =arg sin am x. 

'i* Si Ton fait pour abréger ^1 — x^ — - y, |/ 1— k*^x'^ ^= z, on aura: 

, ydy zdz ^ , ^ 

dx -^ — - = — ,2 , ^^ P^r conséquent: 

dç dx dy dz 

Aç yz xz k'^xy 

De là on trouve les différentielles: 

dç T^ Acp . du, ou d (am u) = A am u . du, 

dx -=^ yz . du, on d (sin am u) -- cos am u .A am u . du, 

dy rt= .- xz . du, ou d (cos ara u) -— — sin am u . A am u . du, 

(Î25 = — k^y . du, on d( A am u) - ^ — k" sin am u . cos am u . du. 

«^« Considérons les trois équations: 

. i xi (a 4- xi^) + b Y^ - xi-^ Yl—kHi^ - o, 

(1 ) j X2 (a + X2^) + b Yl-x^^ -j/l-k^xa^ --= o, 

( X3 (a -f X3^) ^- b Yï—^^'K i^r~k w — o. 

Les quantités xi, x^ et X3 satisfont alors toutes à Téquation: 

X (a + x^) + b j/T^. V^l^l^x^- o, 
ou xi^, x^^, Xg^ sont les racines de Téquation du troisième degré par rap- 
port à x^ : 

(2) x2(a + x^)2 - b^(l - x^) (1 - k'^x^) = 0. 

On a par conséquent: 
x2(a-fx*)^-b^(l-x2)(l -k2x^)=xMb^k*- 2a)xH(a^ + b'-^ + b2k'^)x%b^ — 

== (x*^~ xi2)(x^^ X22)(X^ - X3^), 
et de là: 

rxi'H-X2M-X3*-b*k*-2a, 

(3) |xa*X3^-l-Xi'»X3'»+ x.'^x^ -- a* 4- b*+ b-'k*, 

Iy 2y 2y 2_-u2 
\ Xi X2 X3 — O , 

Les cinq quantités x^, x^, X3, a et b étant liées par les trois équations 
(1) ou (3), les signes de x^, x^ et X3 étant toujours déterminés par les 
équations (1), on peut en considérer deux quelconques comme variables 



indépendantes, et déterminer les trois autres en fonctions de ceux-ci. Consi- 
dérons donc a et b comme les variables indépendantes/ Si Ton pose pour 

abréger : 

cp(x) = x^(a + x2)2- b^d— x'^)(l— k^x*-^), 

on aura: Ç^Xj) =^ o, 9(x2) = o, çCxg) =^ o. 

Différentions ces équations. En désignant par ç'(x) la dérivée de çCx) 

par rapport à X seule, a et b étant considérées comme constantes, on trouvera: 

d9(xi) -= 9'(xi) . dxi+ da9(xi) . da + db9<x0 . db = 

-=ç'(x,).dxi+2xi*^(a -t- x,^).da — 2b(l-xi2}(l-k^xi2).db — o, 

et de là: 

cp'(xi) . dxi= - 2xi2(a + xi«) . da + 2b(l-"Xi*^)(l— k^xi^) . db. 

En vertu de la première équation (1) on a maintenant: 

xi(a+ xi^) =- — bV^l-xi«. 1/ï^kV^ 

b(l - x,2)(l-k^xi*^) =- - xi(a + xi^) . j/l-xi^. j/r^^Pi,^, 

et en substituant ces valeurs dans Téquation précédente on trouvera: 

ç'(xi) . dxi = (2bxi . da — 2xi (a + Xi^) . db) . V^l-'x, ^, Vl-k'^M^, 

dxi 2xi (b.da — a.db) — 2xi^ db 

ï^l— xi^. l/ï— k^xi^ "^ ç'(xi) " . ' 

De même on aura: 

dx2 2x2 (b . da— a.db) - 2x2^. db 

dx3 _ 2x3(b.da — a.d b ) — 2x 3^. db 

l/'l-X32ri/'l~k"^3^ ~" ^'(""'^ 

et en ajoutant ces trois équations: 

dxi , dx2 , <ÎX3 



2 
3 



l/l-Xi^]/l-k-^Xi^ Kl-X2*^ y l-k2x2'^ T/l-X3-^ Yl-k^X^^ 

^2! ,>-+ f;^,+-^,l(b.da-a.dbV2( f;\+ f;\+--f^^^^^ 

(cp'(x,)^ 9'(X2) ^ 9 (xs) j ( 9(xi) 9 (X2) ' 9(X3)j 

On a maintenant: 

9(x) - (x*- xi*) (x*- Xi») (X*- X3*); 
et en différentiant par rapport à x: 

9'(x)=2x(x*-xa*)(x*-xa*) h2x(x2 - Xi*)(x*-x,*)+2x{x*-Xi«)(x« x^l 
De là on trouve: 

Xi _ 1 . X,» _ ?!*__ .. 

V(xi) 2(xi2-Xa*)(xi*-X3''")' VW 2(x,2-x;/)(xi*-xî«)' 

xa _ 1 xa' ^ xa* . 

çW "2Tx7^Ti2)(xa^-;^]' 9'(xa) ~ 2(xa^-x,2) (x^^ -x,^)' 

X3 1 . X3' X3* _ 



Ç'(X3) ' "■ 2 (X3* - Xl2)(X3^ - X^^l ' Ç'(X3) ' 2(X3*- Xi-^)(x3* - X,*)' 

1» 



En ajoutant et réduisant au même dénominateur, on aura donc: 



<P'(Xl) ' 9'(X.2) <p'(X3) 2(Xi2-X22)(xi2-X3-'')(X2*-X3-^) 



- o. 



^1* J. ^/ 1 -^l*. _ X.^(x,» -X3^)-X8^(x.-^-X3^)+X3^(Xi-^-X.f; 



Ç'(Xl) ' 9'(X2) ' 9'W 2(Xi^-X22)(Xi^-X3'^)(x2^-X3'^) 

et par conséquent: 

dxi , dx2 , dxj 



-j/l-xi^.l/l-k^x/ V^l-x^^-l/l-k'^xa^ l/'l-X3^ . |/'l-k-2x3^ 
En intégrant depuis Xj ^- o, X2 — o, X3 — o, on trouvera: 
»xi dx . px2 dx , 0^3 dx 



o. 



/M ox , 0^2 dx , n^3 dx 

>^l"^x^ V^l-k^x^ J j/l-^. j/l-k-^x^ "^' J l/'l-x^V^l-kV 



- C, 



C désignant une constante. Pour la déterminer on remarquera que pour 
Xj= o et x^ = o on aura en vertu des équations (1) b ^= o, et de là en 
vertu de la seconde équation (3) a ^^■= o, et en vertu de la première équa- 
tion (3) : X3 ^=0. Donc on aura C ^^ o, et: 

dx , r^2 dx . PX3 (îx 



=^ o. 



/xi dx j^ r^2 dx , PX3 dx 

^ -j/i-xvj/ïrk'^x^ J >7î^~vpi;:|^27> j ï7îrxvj7r-k^2 

où Xj, X2, X3 sont liées par les équations (1). 

Si Ton pose X3 ^== — ?, la dernière équation et les équations (l) don- 
nent lieu au théorème suivant sur Tadditiou des intégrales elliptiques: 

Si les trois quantités x^, X2 et ^ sont liées entre elles par les équations : 
/Xi (a + xi^) -f bV^l— xi^. j/l-k^xi^ --- o, 
•(4) <^X2(a 4- X2^) + bl/l-X2^ 1/1^X2^ = o, 

l'intégrale elliptique de ^ sera la somme des intégrales elliptiques de x^ et 
de X2, ou l'on aura entre ces trois quantités l'équation : 

/^x r ^i dx rx2 ^x _^ _ r$_ dx 

V J |/'l-.x"2. j/l-k^x^ J l/l-x^.V^l-kV^ J j/l-x-^j/'l^k^x'^' 

4. Si Ton pose pour abréger: 

V^ï:x7=yi,l/'l-k'«xi* -z„ l/l^xà^ -y.i,V^l-k'«X2^ z-sj/l-l'^ 7), f/l-k-^ç"^- Ç, 

les équations (4) précédentes deviendront: 

* (Xi(a + Xi^)-|- byjZji — o, 

(1) < X.2 (a -|- X2^) -4- by2Z2 ^ o, 

k (a + ?2) -b'/)Ç==o. 

Des deux premières de ces équations on tire: 

(2) a -3,?/_yiZi— X1V2Z2 ^ _ XiX2(xt^ - x>/) 
Xjy2Z2— x^y^zi' Xiy2Z2 - X2yiZj' 



1 



En substituant ces valeurs de a et b dans la dernière des équations 
(1) on trouvera ^, Mais on en déduira plus facilement la valeur numé- 
rique de la dernière des équations (3) du 3 : x, "X2^?*^ ^ b^, de laquelle on 
trouve: ^ ^^ ± . Le signe de ^ sera déterminé par Téquation (1): 

X|X2 

^ (a -\- ^^) — bTjÇ -^ o, en remarquant que pour des valeurs évanouissantes 
de xi et X2, ? s'évanouira en même temps, et que yi, zi, 72, Z2, "y] et Ç 
s'approcheront de -f" !• Alors a s'approchera de la valeur: -~ -' -= 
^= -(xi^-f xiX2-f X2^), et bdelavaleur: --— ' - ' ^- = X1X2 (xi-f- X2), et par 

• 1)2 Xi— X2 

conséquent; a -f ^^ ^= a -f ^ ^de la valeur: -(xi'^-|-^i^2"F^2"H"(xi'TX2)^'^^ 

Xi X2 

-^ X1X2. L'équation : ç (a -{- 5^) - bï)Ç ^= o, s'approchera alors de : ^x,X2-b " o, 
donc: £ ^= 4- . En substituant la valeur de b on aura enfin: 

X,X2 

Y, 2 Y 2 

(3) ^-^ ""' ""^ , 

Xiy2Z2 — X2y|Zi 

On peut trouver les valeurs de t] ^ j/^1— ^^, et de Ç ^^|/^1— k^^*^ 
en y substituant la valeur de ^. Mais on les trouvera plus facilement en 
retournant à l'équation (2) du 3: x^ (a + x^)*^— b*^ (1 -x^) (1 - k'^x^) - o, 
et remarquant que le premier membre de cette équation est en même temps 
une fonction de y^ et de z^, et que ses trois racines seront alors: yi^, y.i^ 
Tf]'^, et Zi^, Z2^, Ç^. En y substituant y^^^ 1 — x^, x^== 1 — ■ y^, cette équa- 
tion deviendra: 

(l-y^)(a+ 1 - y'^)^ - b^y^Ck'M-k^^) ^= o - - (y^ -y ;^)(y^ - y2^)(y-^ - V]'0. 
De là on tire! YiJ^'^^^" (a + 1)^^ ï) -= ± - . Pour déterminer ici le 

yiy2 

signe, on fait Xi-=^ o, X2 = 0. On a alors yi ^= + 1? 72 = ~t" 1^ et comme 

nous avons vu plus haut: a -■= o, ^ --= o, et de là: "ï] ~- + 1. Donc on 

a4- 1 
doit avoir: iQ = -|- . p]n substituant la valeur de a de Téquation (2): 

X'iyizi— xi3y2Z2 , , xiyi^y 2Z,— xgyi yg^zi 

a = - -— ,onaura: a + 1 ^^ , et de la: 

xiy2Z2 - X2yi zi xiy2z.^ ~ X2yizi 

(43 ^ _ X±yi ^^2 — X2y2 Zi 

xiy2Z2 — X2y,Zi* 

De même en substituant dans l'équation (2) du 3: z^ ^= 1 — k^x'^, 

1— z^ 
x" = -2 1 on aura une équation en z^, dont les trois racines seront zi^, z,/ 

et t': 

De là on tire: Zj^Z2^Ç^= (ak-j- 1 )'*, Ç-=± . Pour déterminer ici 

Zl 7j2 

le signe, on fait comme auparavant: 

Xi-= o, Xij,-^ 0, d'où: zi= + 1? Z2'- + 1, a ^ o, ^ --^ o, Ç = -f 1- 



ak^-'- 1 

Donc on doit avoir: Ç ~- H '- . En substituant la valeur de a de 

Z1Z2 

Téquation (2) : 

^ _ îi7i£lIl_^Ly?_^?, on aura: ak=+ 1 _ ^.iMilE^IÎ^yi^^", et de là: 
Xiy2Za — xayiZi x,y2Z2— xayiZi 

Xiy2Z2— X2yiZi' 

•^» - On peut mettre les trois formules de ?, y], Ç, sous autres formes en 
multipliant les numérateurs et les dénominateurs des fractions, soit avec: 
Xiy2Z2~{- X2yrZi, soit avec: XiyiZ2 -|- X2y2Zi, soit avec: Xiy2Zi + X2yiZ2. 
En remarquant que: 

• y2 Jl Xi X.j , Z^ Zj — K ^^Xj X., 7, 

^2 zi -yi Z2 — K i^Xi Xg. ;, x^ z^ -Xg z^ — x^ Xg , x^ y^ X2 y^ — x^ -x^ 9 
on trouvera: 

(xiy2Z2-X2yiZi)(xiy2Z2+^'2yiZi)=XiV2%^ X2^yi^zi*=x,2y22 k^xi^Xa^^ XaVi^+k^Xi^^y^* 

= (Xi«-X2^)(l-k%«X2'^), 
(XiyiZ2— X2y2Zi)(x,y2Z2+ X2yiZi)=X,Viy2Z.i2— XiX2ya^ZlZ2+XiX2y,^ZiZ2— X2^yiy2Z,^ = 

=(xi''— ^2^) (yiy2— XjXaZiZa), 
(x,y2Zi— xayiZî) (xiy2Z2+X2yiZi) = yi\^'j<?'i'\'i"i - XiX2yiy2Z2^+ xiX2yiy2Zi^— "s^^x^xi^i = 

= (xj -— X2^) (Z1Z2— k^XjXayiya), 
(xiy2Z2— X2yiZi)(xiy,Z2+ X2y2Zi)=Xi*yiy2Z2'^— xiX2yi*ZiZ2+ xiXaVa^za— X2Viy2Zi^ = 

é 

= (Xi*- X2-) (yiy2+XiX2ZiZ2), 

(xiyiZ2— X2y2Zi) (xiyiZ2+ X2yàz,) = Xi^i V — X25izi^= —Ta*-- yi^Z2*— — , 2^ • y^^^i^ ~ 

= (x,«- X2^).?l'"4^' = Cxi^-X2^)(y2*-Xx V)=(x,^- X2^)(yi^-X2'^zi'»), 

k'^ 

(xiy27|- X2yiZ2)(x,yiZ2+X2y2Zi) = XiV]y2ZiZ2— XiXayi Vf xiX2y2-Zi*— X2Viy2ZlZ2 = 

= (xi*— xa'') Cyiy2ZiZ2+ k'^XiXî) ; 
(xiyaZa— XayiZi )(xiy2Zi+ XayiZa) = Xi V2^ZiZ2 — XiX2yiy2Zi''+ XiX2yiy2Z2^— Xg'^yi'^ZiZa = 

^' = (xi® — X2'*) (Z1Z2 + k'xiX2yiy2), 

(XiyiZa— X2y2Zi) (xiy2Z,+X2yiZ2)= Xi^yiyaZ,Z2— XiX3y2^Zi^+ XiXayi V— X2^yiy2ZiZ2 = 

= (xi^— Xa^) (yiyaZiZa- k'^x ,Xa), 
(xiyaZi— XayizJCxiyaZ.+XjyizJ^Xi^yî^zi^— X2Vi*Z2'^ = (l— y^)y2V— (1— y2%i^Z2^ = 
= (xi^ -X2^)(k^+k^yiV) = (xi^-X2^) (zi^-k^X2^yi^) = (xi^-X2^) {zi-V^yix^y}). 

Si Ton substitue ces valeurs dans les équations (3), (4) et (5) du pa- 
ragraphe précédent on aura: 

i^\ t _^ ^1 -^2 yi y^ _^ ^ ^i 2^ _. 

Xiy2Z2— X2yiZi Xiy2Z2 — X2yiZi k^'xiy2Z2- x^yjZi 

_Xiy2Z2 + X2yiZT ^ XtyiZ2 + X.jy2Zi ^ Xiy2Zj^+ X2yiZ2 

l-k%i^X2^ y,y2 f X1X2Z1Z2 ziZ2+k^XiX2yiy2' 



Xiy2Z2 — X2yiZi 1 - k^Xj^Xa^ k^ yiy2 4-XiX2ZiZ2 

^ yg — Xi^z> / ^ yi — xg-zi^ ^ yiy2ZiZ2--k^^xiX 2 

yiy2 + XiX2Z,Z2 yiy2 + XiX2Z,Z2 ZiZ2H-k*^x,X2yiy2' 

'^ ^Xjy2Z, — X2yiZ2 ^ ZjZ2 — k*XjX2yiy2 ^ yiy2ZiZ2 4-k'^XiX.^ ^ 

Xiy2Z2— X2y,Z, 1 — k^XfX^'^ yiy2 + X,X2ZiZ2 

ZiZ2+k'^XiX2y,y2 z,z2+k2xiX2y,y.2 ZiZoH-k2xiX2y,y2' 

^' Si Ton change le signe de x^, on aura des formules pour la différence 
de deux intégrales elliptiques. En désignant par ^', vj', Ç' les valeurs 
correspondantes de $, v), Ç, on trouvera: 

. /*xi dx rx2 dx rh,* dx 

J ï/'l-x^ï/'l-k--^x2 J V^l-x'-^-l/l-k^x"^ ' J l/'l-x'^l/l-k^x'^' 



on: 






Xiy2Z2+X2yiZ, x,y2Z2-[-X2yiZi k- X,y2Z2+X2yiZ, 



.^. ^tyg^g^^^yi^i ^ X|y|Z2 — X2y2Z i ^ îiT??^, — X2y,z2 
I— k^Xi^Xa" yiy2 — XiX2Z,Z2 ZiZ2-k^XiX2y,y2' 

(o\r^i ^^^yi^i+^^y-i^t _ yiy2+xj_x2Ziz.i__ i z,2z,i^— k'^ __ 

XiJ'iZa+XjiyiZi . l—k-^Xj-x./ k^ y,y2— x,X2Z,z, 



<2 



yiya- x,X2ZiZ.^ yiyo-x,X2Z,Z2 z,z.^— k^XiX.^yiya ' 

(4) ç' ..^îiy2_^.L"i:5-2yii=2 ,=. ^i^+_^^^i^2.yLyj- = yiyaziz^— k'^xjx^ 

X,y2Z2+X2yiZ, 1— k^Xi^X.2^ yiy2""XiX2Z,Z2 



k^2.^k2y2y,2 _^ z,^-k2x2«y,^ __ Z2^-k2x,^y2^ 



2 



7- Soit: 



ZiZ2-k'^xiX2y,y2 z^z^— k'^XiX2y,y2 ZiZ^— k^xiX2yiy2 ' 

dx /'X2 dx 



'X^ 



on aura: 



et de là: 



/xi dx rx2 

^l/l— x^-l/l-k^T^ " "' '(i/T-x^Kl-k^ 

r^ dx , rÇ' dx 

J yi-x^.yi-k'^x^ J y l-x^.j/l-k^x^ 



-=- V, 



Xi = sin am u, yi -^ cos am u, Zj -— A am u, 
x^ = sin am v, y^ ^^ cos am v, z.^ ^= A am v, 
$ "^ sin am (u -j- v), ï| 7=^ cos am (u -j- v), Ç --■ A am (u -f- v), 
^' =--- sinam(u — v), ï)'-— cosam(u — v), Ç' ^ Aam (u— v). 

Les formules des deux paragraphes précédents donnent par conséquent les 
fonctions elliptiques d*une somme et dune différence de deux arguments 
exprimées par les fonctions elliptiques de chacune d'elles. 



8 

On on remarque en particulier ceux dont le dénominateur est rationnel 
en Xi et x^, c'est à dire la quatrième valeur de ç et de ^,' et la seconde 
de TQ, V]', Ç et Ç'. Elles sont; 

sin am u . cos am v . A am v-|- sin am v . cos am u,. A am u , 



\ 



sin am (u + v) -- , i -i • 2 - 1 

1 — k'^sm^'am u . sin^am v 



. ^ . , . , . cos am u . cos am v — sin am u . sin am v . A am u . A am v 

(1) <cos am (u + v) -- 1 i 2 • 2 • «i — : 

1 — k-'sm^am u . sm-'am v 

. , I ^ A am u . Aamv-k^ sin am u. sin am v.cos amu .cosam V 
A am (u + v) ~= 

1 - k'^sm-'am u . sm-am v 



^ . , , sin am u . cos am v . A am v — sin am v . cos am u . A am u 

i am (u - v) = 1 1 2 • ^2 -2 

1 - k-'sin'am u . sm-'am v 



\ 



, , . cos am u . cos am v -|- sin am u . sin am v . A am u.A ara v 

(2) cos am (u - v) - 1 1,2 • o -a — -, 

^ ^ i 1 - k-'sin-am u . sin-'am v 

/ . , ^ Aam u .Aam v-f k'-sin amu.sin am V .cos am u .cosamv 

f A am(u - v) — 1 uo . 2 2 

^^ 1 — k-sm-'am u . sm-'am V 

y* Au litu de sortir dans le paragraphe 3 de l'équation: x («■ -|~ x'"^) -{- 
-|- byz ^^ o, on aurait pu sortir de Téquation: y (a -|- x*^) -|- bxz --- o, ou de 
Téquation: z(a f x'*^) -|" l>xy -~ o. De chacune de ces équations on trouvera 
de même: ' -|- '^ I *^ -^ o. Mais en intégrant depuis zéro, la con- 
stante ne sera plus zéro, mais dans le ca« de Téquation: y (a 4" x*^) -f- bxz = o, 

r\ix 

égale à intégrale définie: J -, et dans le cas de Téquation: z(a + x*^)-|- 

« y^ ^1. 

+ bxy -= o égale à l'intégrale définie: I "^ ^^. On trouvera de cette 

yz 

manière des formules analogues à celles du paragraphe pjécédent pour des 

/Mx r * dx 

, et de u -f- V — I •* . Nous mon- 
o y^ ^ yz 

treront plus tard, dans le quatrième chapitre, d'une autre manière comment 
ces formules se dî^uisent facilement des formules du paragraphe précédent. 

y» Le théorème d'addition du S est donné par Âhel pour une somme 
d'un nombre quelconque d'arguments. Au lieu de l'équation: xCa-f x'^) -f- 
-j- byz == o, il considère alors Téquation plus générale : 

f(x)-|-F(x).yz ---0, 
oti f(x) et F(x) sont deux fonctions entières de x, Tune paire, Tautre 
impaire. 

Supposons donc que x^, x.2, . . . x„ satisfassent aux équations: 

(1) f(xi) -f-F(xi).yiZ, =^ o, f(x.2)-fF(x2).y2Z2-=o, f(x„) f F(x„)y„z„ -■=-- o. 

Les carrés Xj^, x^^, . . . Xn^ sont alors racines de l'équation en x*^: 
(f(x))*^ — (F(x))^ (1 — x^)(l - kV) = 0, et nous supposerons que le degré 
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de cette équation en x^ soît précisément n, ou que x,^, x^^ . . . Xn^ re- 
présentent toutes les racines de cette équation. Cela aura lieu si f(x) est 
du degré n et F(x) du degré n — 3; ou bien si f(x) est du degré n — 1 et 
F(x) du degré n— 2. On aura alors l'équation: 

(2)(p(x) = (f(x))^. (F(x))2. (I.x2)(l.k2x2)-A(xî»-X,^)(x2-X2^) . . . .(x^-Xn^), 
où A est une quantité indépendante de x. 

On aura alors: ç(x,) =^ o, çCxg) '^= o, ... 9(xn) = o. Si l'on désigne 
maintenant par 9'(x) la dérivée de ç(x) par rapport à x seul, lorsque les 
coefficients de f(x) et de F(x) sont considérés comme constants, et par S f(x) 
et 5FCx) les différentielles de f(x) et de F(x) par rapport à ces coefficients 
considérés comme les seules variables, on aura la différentielle totale de 
Téquation 9(xi) ^^ o : 

d(p(x,)=ç'(x,).dxi+2f(xi).8f(x,)-.2F(x,).8F(xJ.Cl-x,^)a-k2x,2)-»o 
et de là : ^ 

ç'(x,) . dx,-= — 2f(x,) . ôf(x,) + 2F(xi) . 8F(x,) . (l-Xj^JCl -k-x^^). 
Maintenant en vertu de la première des équations (1): 

f(x,) + F(xi) . Kl--x7 . yï-kHi^^^ 0, on a: 
f(xi ) - — F(xi) . l^l-x} . j/l^^^^k^ 



F(x,).(l— x,2)(l-k^xi2) =- f(x,).|/'l-x2.[/l-k2xi2. 
Donc on aura: 



9'(xi) . dx, = 2(F(xi) . 8f(x,) ~ f(xi) . 8F(x,)) . V'T^x i^j/T-kV, 

et de là: 

dxj dxi _ 2(F(x,) . 8f(xt) - f(xt) . 8F (xt)) 

V^l-Xi^V^l— k-'^x,''^ yizi" 9'(xi) 

dx2 2(F(x^) . 8f(x2) - f(x2) . 8F(X2)) 



De même on aura: 



72^2 9'(X2) 



dx„ 2(F(x„) . 8f(x„) - f(xn) . 8F(xn)) 



ynZn 9'(Xn) 

et en ajoutant on aura: 

dxj^ dxo I ''^" -- 9^ F (xp) . 8 f(xp)— f(xp) . 8F(Xp) 

/yi^l y2Z(i ynZn 1 ^ 9 C^p) 

Maintenant 9(x) est une fonction entière et paire de x du degré 2n, donc 
ç'(x) sera une fonction entière et impaire de x du degré 2n -^ 1. Les 
différentielles 8f(x) et 8F(x) sont des fonctions de la même forme, paires 
ou impaires, et du même degré que f(x) et F(x) ; donc F(x) . 8f(x) et f(x) . 8F(x) 

seront des fonctions impaires de x du degré 2n — 3, et de même leur dif- 

Ib 
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férence: F(x). Sf(x) — f(x). 8F(x) sera une fonction impaire de x du degré: 

2n — 3. 

n . 1 ^' 1 t r f r • F(x).5f(x)>f(x).8F(x) 

On peut alors décomposer la fonction fractionnaire: ; , 

9(x) ' 

dont le numérateur est une fonction impaire du degré 2n-3, le dénominateur 
une' fonction paire du degré 2n, dans les fractions simples: 



1 *^\X+Xp X — Xp/ 



F(x).5f(x)-f(x).5F(x ) 4 / A, 

Tv^/ I \-^ i -^p -^ y*^p 

, . . _ ^ _ F(xp).5f(xp) — f(xp) . SF(xp) 
ou. Ap -Bp - ~— 



Donc on aura: 

F(x).Sf(x)- f( x).5F(x ) " xAp _ „ ^. F( Xp) . Sf(xp)-T(xp) . SF(xp) 

Ç(X) "" , V-Xp' ^^fp- (x*-Xp').Ç'(Xp) 

et en multipliant par x: 

x(F(x) ■ Sf(x) - f(x) . S F(x)) " F(xp).Sf(xp)— f(xp).5F(X p ) 

Si Ton fait ici croître x indéfiniment, le premier membre de cette équation; 
dont le numérateur est du degré 2n-2 et le dénominateur du degré 2n, con- 
vergera vers zéro. Donc on aura : 



^ F(xp) . 5f(xp) — f(xp).SF(Xp) 

Ç'(Xp) 



et par conséquent: 



dXj , dx2 , , dXn 

yiZj y2Z2 JnZn 



et de là en intégrant depuis :ç,= o, X2^= o, ... Xq = o: 
(3) r' ^^ _ r r' dxa _ , , r ^„ dx _ ^ _ ^ 

Jl/i-x2.yi-k«x« J i7i-x*. j/i-kv^ ■■ J l/l-x^ v^i-k V 

où G désigne une constante, c'est à dire une fonction de k. 

Le nombre des coefficients dans les fonctions f(x) et F(x) peut toujours 
être réduit â n — 1, puisque dans les équations (1) on peut faire disparaître 
un des coefficients. Cesn-1 coefficients sont déterminés en fonctions de x,, x^, 
. . . Xn-i par les n — 1 premières des équations (1), éqnations linéaires par 
rapport à ces coefficients. Les quantités: Xn, yn= |/ l-XnCt Zn~— }/ 1-k^Xn 
seront alors déterminées par la dernière des équations (1). A leurs signes 
près on peut aussi les déterminer à Paide de Inéquation (2). En efi'et si dans 
Téquation ^(2) : 

(2) (f(x))^-(F(x))\ (l-x^)(l.k^x^) = A(x*- x,^)(x^- x,^) . . . . (x^- xLi)(x'-xD 
on pose X == o, on trouvera, si f(x) est une fonction paire et F(x) une 
fonction impaire : F(o) -■= o, et : 
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(f(o))' = (- 1)" A.x].xl... xli . xj, et de là: x.' = ^7^^°5°^ --. -• 

Si f(x) est une fonction impaire, F(x) une fonction paire, on aura f(o) ^^ o, et: 

-(F(o))^ = (-l)\A.xî.x^..xL, .x„% et de là: xl^ \ V 2 -' 

Si dans l'équation (2) on pose X'^ 1, on aura: 

(f(l))'= A(l- x^)(l— x^) . . . (1 -x„l,)(l-x2) = Ay^ y^ . . y„l,.y;, et de là: 



.2 



(f(l)) 



2 



J^ A 2 2 2 

A . yi . y^ . . . jn.i 



Enfin si Ton pose x = — , on aura: 



ff/' *\'\2 A ^} _ _ ^*_ 2^ X n-i 1 k. Xji A^ 2 2 2 ^4/11'. 

^^ k*"(f(l))'» 

âL«Z| • Zn • > • Zq_1 

Les signes de Xn, yn, Zq seront déterminés par la dernière des équations (1), 
en remarquant que pour Xi = o on a: yi = -f" 1 et zi = -[- 1» pour X2^= o 
on a: ya =^ + 1, za =^ 4" 1^ • • • enfin que pour Xn = o, il faut avoir yn =-j" 1 
et Zn •-= +- 1. ^ 

Considérons maintenant séparément les deux cas, quand f(x) est du degré 
n, F(x) du degré n — 3, et quand f(x) est du degré n ~ 1, F(x) du degré 
n — 2. Désignons dans le dernier cas par fi(x), Fi(x) et x'n les valeurs 
correspondantes à f(x), F(x) et Xn du premier cas, les valeurs de Xi, X2,... 
Xn-i étant les mêmes dans les deux cas. Supposons de plus que le coeffi- 
cient de x" dans f(x) et celui de x"~^ dans Fi(x) soit + 1. Dans Féqua- 
tion (2) la constante A deviendra alors dans le premier cas égale à: 4~ I9 
dans le second cas égale à: — k^. 

On aura donc les 2n — - 2 équations linéaires: 

f(xi) + F(xi).yi . zi -= 0, fi(xi) + Fi(xi) yi.zi -= o, 

f(X2) + F(X2) . y2 . Z2 == o, fi(x2) + Fi(X2) y2. «2 "=" 0, 

(4) 

U(x„.i)4- F(xn-i).yn.i.Zn.r--=o, fi(x„.i)+Fi(x„.i).y„.i.z„.i= 0, 
par lesquelles les n - 1 coefficients de f(x) et F(x) et les n — 1 coefficients 
de fi(x) et Fi(x) sont déterminés en fonctions de Xi, X2, ...Xn-i. Les 
quantités Xn et x'n seront alors déterminées en fonctions de ces coefficients 
par les équations: 

f(xj -|- F(Xn) . ya. Zn = o, et fl(x'n) + Fr(x'n) ' y'n- z'„ == O. 

Si n est un nombre pair, f(x) et Fi(x) seront des fonctions paires, 
F(x) et fi(x) des fonctions impaires^ et on aura: 



\ 
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(5) ,„«= _J^îL._, ^.'» == __<F, Wi)L_ ^ j^,^^, ^__ ....^(f(o))MFt(o))* 

Xj . Xg ••••Xn_l K .Xi .X2 ••«Xij.i Xj . X2 •...Xi|_i 

Si n est un nombre impair, f(x) et Fi(x) seront des fonctions impaires, 
F(x) et fi(x) des fonctions paires, et on aura: 

ffi^ , 2 (?W)!_ , >1- (f lW U2, î,, ,,_(F(0))^l(0))« 

Si maintenant entre les 2n — 2 équations (4) on élimine yi.zi, 7.2.22, .... 
yn-i« Zn-i, on aura les n— 1 équations: 

f(xi).Fi(xi) — F(xi).fi(xi)= o, 

f(x2) . Fi(x2) — F(X2) . fi(x2) = o, 



f(Xn.l).Fi(Xn.l) — F(x„.i).fi(Xtt-l) -= O. 

Or f(x) est une fonction entière paire ou impaire du degré n, et Fi(x) 
une fonction entière paire ou impaire du degré n — 2 ; donc f(x) . F, (x) sera 
une fonction entière paire de x du degré 2n — 2. De même F(x) est une 
fonction entière paire ou impaire du degré n — 3, et fi(x) une fonction entière 
paire ou impaire du degré n — 1; donc F(x).fiCx) sera une fonction entière 
paire de x du degré 2n--4. Donc les carrées xi*, X2^, .. . Xn_i^ seront les 
n— 1 racines de Téquation: 

f(x).Fi(x)~F(x).f,(x)=--=o, 

dont le membre gauche est une fonction entière de x^ du degré n— 1, et, 
puisque le coefficient de x" dans f(x) et le coefficient de x""'^ dans Fi(x) 
sont égaux à + 1, on aura: 

- f(x).Fi(x) - F(x).fi(x; = (x2 - xi2)(x2~ xa^) .... (x'^-xî_i). 
Si Ton pose ici x = o, on aura; 

f(0).Fi(0) — F(o).f ,(0) — {— 1)"-^ Xi^. X2^. . . . Xn'_l. 

Si n est un nombre pair, F(x) et fi(x) seront des fonctions entières impaires, 
f(x) et F,(x) des fonctions entières paires de x; donc on aura F(o) - o, 
fi(o) -^ 0, et: f(o).Fi(o) = — xi^.Xj^. . . . Xn_i. 

Si n est un nombre impair, f(x) et Fi(x) seront des fonctions entières 
impaires, F(x) et fi(x) des fonctions entières paires de x ; donc on aura 
f(o) = 0, Fi(o) = o, et: 

F(o).fi(o)=xi2.X2^. ..x„-i2. 

En substituant ces valeurs dans les équations (5) et (6), on trouvera 
donc toujours: 

(7) k».x„*.xV*- 1, ou: x'„- ± ^^. et de là: y'„= ± l^, z'„= db Ï^A 
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Il est donc seulement nécessaire de chercher la valeur de Xn dans le 
premier cas pour Tavoir en même temps dans le second cas. 

Déterminons maintenant le signe de Xn dans le premier cas. On a 
alors A ^^ 1, et si l'on pose dans l'équation (2): xi — ^ X2^^ . . . = x„_i =^ o, 
elle ce réduira à celle-ci: 

(f(x))2~- (F(X))^ (1 -- X^) . (1 - k^X^) - x'^°-2(x2 - X„2). 

Si Ton développe le premier membre de cette équation suivant les puis- 
sances de X, et si Ton compare alors les coefficients des deux côtés, on voit 
que tous les coefficients indéterminés de f(x) et F(x) doivent disparaître 
avec Xi, X2, . . . Xn-i. Le premier membre de l'équation précédente se réduira 
alors à x-", et l'équation deviendra: x^" ^- x^^—^Cx^— x„^), de laquelle on 
tire Xn = 0. 

Maintenant poiir des valeurs évanouissantes de xi, xa, ... Xn— i et x„ 
les radicaux: yj, j2t ' " Jn-ii y^ zi, Z2, . . . z„_i, Zn se réduisent à 4" 1 î 
donc il sort des équations (1) que les quantités xi, xj, . . . Xn Seront des 
racines de l'équation du degré n en x: 

f(x) + F(x) = 0, 
et on aura pour des valeurs évanouissantes de xi, X2, ...Xn-i: 

f(x) + F(x) == (x— xi)(x— X2) .... (x— x„), 
de laquelle on tire: 

si n est un nombre pair: f(o) ~— xi . X2 . . . . Xn_i . Xn, 
et si n est un nombre impair: F(o) —- — Xi . X2 . . . . Xn-i . Xn. 
Donc des équations (5) et (6) on tire pour des valeurs paires de n: 

(8) x„=— ^^^> , 

X| . X2 . « • . X|) — i 

et pour des valeurs impaires de n : 

F(o) 



(9) x„ = — 

X| • X2 • • • . Xn— 1 

Lorsque les quantités: xi, X2, . . . Xn— 1 tendent vers zéro, f(x) aura 

pour limite x", donc f(l) aura pour limite -j- 1, et f(, ) aura pour limite 

1 . 

- ^, et puisque alors Xn tend également vers zéro, les radicaux Ji, 72, . . . 

yn— 1, Jn-i zi, Z2, . . . Zn_i, Zn aurout tous pour limite -\- 1. Donc des équa- 
tions précédentes: 

yi . y2 • . . yn-i zi \ z^^ — z„_i 

on tire: 

nm f(l) ' f(l) 
(10) yn -= , z„ — 



yi. ya • • • • yn-1 Zi . Z2 Zn_i 
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Puisque Xn diparaît avec xi, X2, . . . Xn-i, la constante de l'intégration 
disparaîtra dans Téquation (3), et on aura par conséquent: 

, J y.z J y.z J y.z J y.z J y.z 



De Téquation (7) on trouve que pour Xn^= o on aura x'n== =t - — = ± od. 

kXn 

La constante C de l'intégration (3) deviendra alors: 

/i^dx r^dx 

— =± I -, et on aura par conséquent: 

O 

J y.z J y.z J y.z J y.z J y.z J y.z 



^. ,, rxi dx fXa dx /»xn-i dx 

Si Ton pose: 1 — ^ = ui, / — = U2, ... | — = u„_i, 

J y.z J y.z J y.z 







on aura : xj — ^ sin am ui, yi = cos a,m U] , zi =- Aam Ui, X2 = sin am U2, ya = 
= cos am U2, Z2 ~ Aam U2, ... Xn-i^= sinamun-i, yn-i'— cosamun.i, Zn.i~=AamUn-i, 
et les équations (11) et (12) donneront: 

— Xn ==-- sin am (ui + U2 + • • • + Un-i), 
yn = cos am (ui' + U2 + • • • + u„.-i), 
Zn = A am (ui + U2 + . . . + u„_i), 

— x'„ ■= sin am (ui + «2 + • • • + "n-i =F J — )•> 



*^ dx\ 



/OO (îx\ 
j. 



Lq% équations (8) ou (9) et (10) donneront donc les valeurs des fonc- 
tions elliptiques de ces arguments et les équations (7) font de plus voir que : 

. r^ dx\ 1 , p<x) dx\ . i A am u 

smam(uq=/ l===p— ; ; cosam(u=i=/ — l-=±^— . , 

J y.z/ k.sinamu J y.z/ k.smamu 



/CO (Jx\ 







. , r^ dx\ , i cos am u 

A am tu H=: / - I = d= 
J y.z/ 



y.z/ k.sinamu* 

1^« Des formules du 5 et 6 on déduit facilement une grande quantité 
d'autres formules. Nous en citerons en particulier les formules suivantes, 

m 

OÙ pour abréger u + v = a, u — v = P : 

,.. y I >, 2xiy2Z2 . I . o 2sinamu.co8amv, Aamv 

(U s + Ç = ^1 — ,.2~2 — s, ou:smama+smamp=; — . o . .> i-^ • 

1— k^xi-'xa^ 1— k^sm^amu.sm^amv 

• 
,^. _ • _^ 2yiy2 , Q 2cosamu . cosam v 

(2) "21 + iq --=-r-— ^— 7-2, ou: cosama + cosamP—- — r^-r^ ~^ 

1— k-^xi^xa^ 1 — k^sm^amu.sm^t 



im v 
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iS)K + ^' = z — rT-V-^,ou: Aama + Aam^- 



1 ~ k^Xi X2 1 — k'*sin'*amu.sin'*am V 

,.. t fc, 2x.2yiZi . . Q 2sinarav.cosamu.Aamu 

(4)ç— ç -■=-- — , o ., o ^oPî smama — sinamP= — , » . „ ^« . 

1 - k-^Xj-x^ 1 — k-^sin^amu.sin-^amv 

.^. . 2xiXoZiZ2 o 2sînam u.sînamv.Aamu. Aamv 

(5)7] -Y) =-- — o , ou:cosama-.co3amp^ — . „ . » r-«^- - 

1 — k-^Xj-^x^ 1 — k-* sm-* am u . sm-* am v 

tn\ ^ ^é 2k XiXaViya . a o Sk^sinaimi.sinamv.cosamu.cosamv 

1 — k Xi x.r 1 — ^ sm"^ am u . sin^* am v 

(7) ^ê' == ^i^—^'? ^ yi—j'L __ 1 _ii'^~3i_ ^„. 

^^ ^^ - l-k^x^x^^ 1— k'^xi^x^^" k^'l-k^xi^x^^' 



sin am a . sim ^ = 



sin*^am u - sin^am v cos^am u — cos^am v 



l-k^sin^amu.sin'^am V 1-k^sin'^ am u.sin^aiTi v 

1 A^am u — A^ am V 

k^ 1 — k^sin^am u . sin^ am v' 



2„ 2 



/ ^^ £ ^l ^2 5 -~ 71 -^2 ^1 72 M ^2 



^«-» ^^ - 1,2 i-^k^xi^xa^ l-k^xi%2 - i-k^^xi^x^^' • 

1 /^^am u.^^am V — k'^ cos^amu-sin^ amv.^/^amu 



cos am a cos am P = „ . -— r-^-7-^ 7-0 — "^î nr2"-"2 ^2' 

K^ l-k'*sm'*am u.sm^amv 1 — k-* sm^ am u . sm'^ am v 

cos^amv — sîn^am u.^^arav 

1 — k^sin^amu.sin^amv 

A A Q k'^+k^cos^amu.cos^am V -^^am u-k^sin^amv.cos^amu 

z/am a. z/amP =- — -,^ — 2 .-^ =-- - - — z^ .- ^ — . «i 

1— k^^sm-^am u.sm"*am V 1 — k-^sm-^am u.sm-^am v 

^^am v-k^sin^amu,ftos^am V 
1 — k^sin^am u . sin^am V 

a A \ A a 2cos am u . cos am V . z^ ara u . ^ am v 

cosam p.-^ama-|-co8ama. ^amp ^— — - — ,^7—0 — .-« — • 

1 — k'^sm'^am u . sm-'am v. 

ai)vi'Ç-e-^^^^, ou: 

/> ^ :# 2k'^. sin am u . sin am v 

cosamp.z/ama — cosama.z7amp = 



1-k^sin^am u . sin'^am v* 

a2)4r-fl'Ç=j!^'/;J^-,, ou: 

. û I . a A 2sinamu.cosam v.z/amu 

sm am a . -^am p 4" sm a"^ P • -« am a ^=». — — -^ . — — . 

1 — k-^sm^amu . sm'^am V 



(13) \V - S'Ç - r^/^: 



1— k^Xi^x ^' 



ou: 

2'' 

2sin am v . cos am u . z/ am v 



8În am a . -Jam 8 — sin am S . ii^ am a =- - — — r-7 ^ r « — ^ — • 

1 — k'^sm'* am u . sm-^am v 



le 

o , . r. 2sin am u . cos am u . -^ am V 

sin am a . cos am p -f- sin am p . cosara a == — — , ^ . » r-s • 

1 — k-^sin-^am u . sm'^am v 

û . o 2sinamv.co8amv.-iî^amu 

sin am a . cos am p — sm am p . cos am a = , ,, . ^ t-i> — " — • 

1 — k'^sin'^amu.sin'^am V 

De ces équations on tire de plus en les divisant deux à deux: 



1 . 1 2sinamu.cosarav, z/amv 2sinamu.cosam v.ii:/amv 



sin ara a sin am ^ sin^ara u — sin^am v cos^ am u -— cos^am v 

^ 2k^. sin am u. cosam V .^am V 
-^^amu — z/^am V 

^ N^V ^V z,%*-k'* yî*-xî»zi* ji-TL^zr 

1 1 2k^. cosamu.cosam V 2cosamu.cosamv 

cosama cosamp ^^amu.z/^amv — k'^ cos^amu-sin*'^arav.^^amu 

2cos am u . cos am v 

cos^am V — sin^am u . z^^am v* 

1 j^ 1 2z^amu.^amv 2z^amu.-^amv 



z/ama ^amp k'*'*+k^cos'^amu.cos^am v ^^amu-k^sin^amv.cos^arau 

2z/am u . -^am v 

^'^ara V -k'^sin'^am u . cos^am v' 

1 _ 1 _ 5—^' ^ 2x2yiZi ^ 2x2yiZi ^ 2k^x2yiZi 



1 1 2sinamv.cosam u.^amu 28inam v.cosamu.^am u 

sin am a sin am ^ sin^am u — sin'^^am v cos^am u — cos^am v 

2k*sîn am V . cos am u . -^ am u 
A'^2ca\ u — ^'^am v 

1 ' 1 '^~"''î'__ 2k^XiX2ZiZ2 _ 2x,X2ZiZ2 2X1X2Z1Z2 

^ ^Yl ^ 't)'~~ ^ 757)' """ 7 27 2 .. \.éi~ '~ ~2_^ 2~2 „ 2_„ 2 ~2 ' ^"* 

Tj ? f\ ij»j Z| Z2 K yi ^^2 ^1 y2 ^1 ^2 

1 1 2k^sinamu.sinam v.z/am u.z^am V 

cosama cosam^ z/'^amu.z/^amv — k'^ 

28in ara u . sin am v . z/ am u . ^ ara v 2sin am u . sin am v . ^am a . ^ am v 

cos^amu — sin'-am v.-^^amu cos'^amv — sin^amu.z/^amv 

ron L_l = __^~?!^ 2 k^XiX2yi y2_^ 2k2xjXayjO[^2^ 2k2xjX2yiy2 
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1 1 __ 2k^sinarau.8in ain v.cosamu. cosumv 

Aama Aano^ k'^-j" k'^^cos'^am u.cos^amv 

2k^sinamu.sin amv. cosarau. cosam v 2k'^sinamu.8inam v.cosamu.cosamv 

A'^amu — k^sin^amv.cos^amu A'^amv — k-sin'-^amu. cos'^amv 

r22^ "^ 4- '^'— '^^-ii^-^ =. _2yiy2Ziz^ __ Jnj^j^ _ .^Zi^i^jl , 

^^^Ç'^Ç'" ÇÇ' k'^-fk^yiY? Zi^-k'Vyi^ z^^-k'^xi^y^^^ ''"• 

cos am a cos am^. _ 2 cos am u.cos am v .Aam u . A am v 

Aama Aamp k'^+ k^cos^arau.cos'^amv 

_ 2cosamu .cosam v. Aam u. Aamv 2 cosam u.cos amv. Aam u. Aam v 
A'^am u — k^sin^amv . cos^amu A'-am v-k^ sin'^ am u.cos'^ amv* 

(^^\'^-'^'^'^^'-'^'^= 2k^x^^ __. 2k'«xix, 2k"'xixa 

cosam a cosamp 2k'''*sin am u . sin am v 2k'^sinamu.sînamv 



^amOL ^amP k'^4"^^cos^amu.cos^arav ^^amu-k^sin^amv.cos'^amu 

2k'^8inam u .sinamv 
^^am V — k^sin^am u . cos^ am v 

r94)?-_| ^' _!î5+^?'-^2k2y^l2-?i^2 _ 2yiy,z,z., _ 2y,y.,z^ 

^ama z/am^ 2k^cosamu.cosam v. ^amu.z/am v 

cosam a cosamp ^/^amu. ^/-am v — k'^ 

_ 2cosam u.cos am v.z/amu. ^/am v 2cosamu .cos amv. ^/amu.^/am v 

cos^arau — sin'^am v.^/^amu cos"amv — sin^amu.^/*-amv 

^/ama ^/amp 2k^k'^sînamu.sînamv 2k'^sinam u .sinamv 



cosam a cosamp //^amu .^/^amv — k'^ cos^amu-sin'-amv.//^amu 

2k'^sin am u . sin am v 
cos'^amv — sin'^amu.^/^amv* 

,„.. Ç , Ç' l'S-t-^g' 2x,y^z. _ 2xiy,z, 2k''xiy,z , 



^ ' I' ^?' x.^-x.,» yi*-ya' 



Zj Z.^ 



^/ama ^^ara p _ 2sin ara u.cos amv.j/amu 2sîn am u.cos amv.^/amu 

sin am a sinamji sin^amu — sin^amv cos*-amu — cos'^amv 

2k^sîn am u . cos am v . ^ am u 
z/^amu — ^-amv 

r97\ ^ _?'_$'?-?l.'_ _ 2x2yjZ2 ^ 2 xgy|Zg ^ 2k%y,z ^ 

^ ^1 ^' ""W "" xi^~x,^ yr-y^"" z.^-z^^ ' ^^- 

z/ama z/am^ 2sinamv.cosamu.z/amv 2sinamv.cosamu.z/amv 

sinama sinamp sîn'^amu — sin^amv cos^amu — cos-amv 

2k^sin ara v . cos am u.^am v 
zi^am u — z/^am v 
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sîn am a , sin am ^ 2sin am u . cos am v . ^ am u 2sin am u . cos am v.^am u 



JeunOL Jsim^ k'^^-j-k^cos'^amu.cos^amv -^^amu-k^sin^amv'.cos^amu 

28În am u . cos am v . z/ am u 

^^am V — k^ sin^ am u . cos* am v' 

(OG\ 1 _ I! -= ?l^?t _ 2X27 iZ2 ^ 2x27 iz^ _ 2x27, Z2 ^ 

^ ^ C C'" ^r" ' k'^+k'Vi^72' ' z,^-k%«7,^' z^^-k'^x,«72^' ^ • 

sînama sinam^ 2sînamv.co8amu.z/amv _ 2sinam v.cosamu.^^am v 

^ama ^amP k'^+k^cos^amu.cos^amr -^^amu-k^sin^amv.cos^arau 

28in amy .cosamu. -^ am v 
-^^am V -k^sin^amu . cos^am v* 

rqo^ Ia.1.^ |V±il'^_ 2kV^7j^z2 _ 2xt7iZ2 __ 2x^7tZ2 . 

sînama , sinam^ 2k^sinamu.cosamu.z^amv 2sin ara u . cos am u . ^^am v 
cosama cosam^ z/'^amu.z/^amv — k'^ cos'^amu-sin'^amv.^'^amu 

2 sin am u . cos am u . ^ am v 

cos^ am V - sin'^am u . z/'^am v* 
rou g g^ ^ g-ï]^- 1 ^7) ^ 2k'^x.,72Zt _^ 2x272Zi _ 2x272Zi 



sînama sinam^ 2k'^sinamv.co8amv.^amu 2sinamv . cosam v.^amu 

cosama cosamP ^^amu.z/^amv — k'^ cos^amu-sin^amv.^^amu 

2sinamv.cosamv.z/amu 

cos^amv — sinr'^amu./^'^amv* 

(oo\ '^ I V^IVfl?' _ _2^i7i52_ 2xi7,z2_ 2k^x,7iZ 2 

(32) 5 + 5^- gg^ - ^?^~^~7?-y!~""~^7=^ ' 

cos am a , cos am P 28in am u . cos am u . /:/am v 2sin am u . cos am u . z/am v __ 

sînama sin am P sin^amu — sin'^amv cos'^amu— cos^amv 

2k*sînamu.cosamu.-^amv 

z/*amu — ^/^arav 

(OO^ -/] V^ g^'>]-gV __ 2x272Zt ^ 2x272Zt _2 k^X272Z i 

5 5 5f Xj — X2 7i —72 Zi - Z2 

cosama co8ampi_ 2sinamv.cosamv.z^amu 2sin am v . cos am v . ^am u 
sînama sînam^ sin^amu — sin^amv cos*amu - cos^amv 

2k* sîn am v . cos am v . z/am u 
^amu — ^*amv 

(34) X1X2 = ~ ^'—j^é "= — fqrf?» ^^^' 

1 -^ama — ^amB cosama — cosam3 

sinarou.sinamv ^=^ — r^. ; ^ = — — ^ ; — ^^ ^-. 

k cosam a + cos am p ^^am a + ^am p 
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(35) yiya = -yqr^ = ~ k*" VC - -«iC" 



cosatn u.cosam 



cosamP.Aama-j"Cosama.AamP k'* Aama — Aam^ 



Aam a -j- A am ^ k^ cosatn^.Aama-cosain(X.Aani^' 



ioDj ziz.2 = 7 — 7 = — K -71: L,, ou: 

. . ' cos amS.Aama4-cos ama.Aam S . ,„ cos am a - cos am 6 

Aam u . A am V = =- ^ =^ - k'^ 



cos am a 4- cos am P cos am p.Aama-cos ama . Aam ^ ' 

sin amu sinama AamP -}-sinamp.Aama sînama.cosam P-(-sinam^.cosam a 

sinamv sinama.cosam^'sinam^.cosama sinama.Aara^- sin ama.Aam oc 

(do) — == ->— T— £7 - =^ fc-7 FT-, OU . 

COS amu sînama.cosam^ 4"sinamp.cosama sin ama — sinam^ 



cosamv sin am a -f- sin am/^ sinama.cosamp-sinamP.cosama' 

A amu sinama.Aam^-|-sînamP.Aaraa _ sinam a-sinam^ 

Aamv sin am a -f- sin am ^ sinama.AamP-sinamjJ'Aama* 

sin amu sin am a -(- sîn am p • 1 cosam^.Aama-cosama.Aam/î 



cos amu. Aam u cosam^.Aama-j-cosama Aamy3 k'^ sin ama — sinamyé? 

xi zi £(,' + ^'C "^ — '»! 

cosamu cos am a -{- cos am ^ sînama.^amP-sinamP.z/ama 



sinamu.^amu sinama.^amP-|-sin am^.^ama cosama — cosamyé? 

(42) -^L^^i±^ .., __ 1,. gy - r^ „„. 

^ ^ x,yi ^ïi'+i'^ "^ c-r'°"- 

I 

^amu ^ama -[- -«i^ am p 



sinarau.cosamu sîn am a .cos am ^ -j-sin am ^ .cos am a 



^ sîn ama cos am^ — sîn am^. cos ama 



jd am OL — ^ am ^ 
sîn am v sîn am a — sin am P 



cos am v.^am V cos am /î . ^ am a -|~ cos am a.^am ^ 
1 cos am /3, z/ am a — cos am a .<^am/î 

k^ sin am a 4- sin am P 

2* 



(44) -^--=-- ^ ^7^= - r-) ou: 

X2Z2 ÇÇ' — Si "^ — '^ 

cosamv cos am a -f- cos am ^ _ 8inama.^amp-{-8ÎnamP.z/ama 

sin am v . ^am v sin ama.^amP-sinamP.^ama cos am a — cos am P 

X2y2 ç-^i' — 5'-^ ç — Ç' 

^ am V ^ am a -[- ^ am P 



sinamv.cosam V sin ama.cosam ^— sinamP.cosama 

,2 s^" ^"^ ^ • ^^^ ^™ P "H sîn am B . cos am a 

z/ama — ^am/? 

sînamu 8Înama.//am/5 -f- sin am/î.^ama 



cosamu . ^/amv cosam/^.Zfam a-|-cosama.z/am/5 

1 cos am /? . z/ am a — cos am a . ^ am /? 

k''^' sînama,^am/î — sinam^.-^am a * 

sînamu sînam a.cosam/?-|-sinam/?.cosama 

cos am V . ^ am u cos am /? . ^ am a -j- cos am a ,z/ am /3 

1 cosam/5.^am a— cosama. ^amyâf 
k'^ sin am a . cos am/j^ - sin am ^ . cos ama 

sin am v sin am a . cos am ^ — sin am /? . cos am a 



cosamu. z/amv cos am /^ . z/ am a -|~ cosama.^am/^ 

1 cos am /3 . ^ am a — cos am a . ^ am /5 

k''^ sin am a . cos am/? -{- sin am/^.cosama' 

,.0^ ^a ■_ gg' - rç _ 1 yg-^ç' 

sînamv sînama . z/am/î — sinam/? .z/ama 



cos am V . z/ am u cos am yS . z/ am a -j- cos am a . z/ara P 

1 cos am /5 . ^ am a — cos am a . ^ am y^ 

k'^ sinama.^am/î + sinam/^.-^ama' . 

cos am u cos am a -\- cos am fi sin am a — sin am fi 

sin amu . z/ am V sin am a -[- sin am fi cos am a — cos am fi 



^^^^ X.Z1 jY-i'i ^-v ' 
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cosamu cos am a -j- cos ara /5 



sinamv .^amu sînama.cosaray^-sinam/^. cosamoc 
8În am a.cos am l3-\- sîn am./5.cos am a 



cos am a — cos am P 

72 __1+V. _ _ g-^' - g'-^ ^^. 
xiZ2 g-»)' + 5'-^ '^ - "^^ ' 

cos am V cos am a -\- cos am ^ 



sînamu.^amv sinaiç a.cos am/î+sinam/^. cosama 

sîn am a . cos am/? — sîn am ft . cos am a 
cos am a — cos am /3 

(53) j^=^+-5; = -i±i;,ou: 

cos am V cos am a -f- cos am /3 sin am a 4- sin am /? 



sîn am v . jJ am u sin am a — sin am /3 cos am a — cos am /3 






^amu Jama + JsLm/3 ,„ sînama— sînam/? 

= — k^ - 



sinamu.cosamv sîn am a -|- sin am /S ' _/ama— J^am/? 



rn.^ ^L. - J_±iL t2 g' + s^t 



-/amu 
ou: -, 



X2yi ?Ç' — l'Ç * Ç ~~ Ç' ' ' sin am V . cosam u 

-i am a -f- -^ am /5 ^sinama.^amy^-fsî^^™/^'^*"^^ 



sin ama.^am/?-sinamy3 -/ama * _/ama — J^am/5 

(56) ---- = it4.==-k^.tï-|^'ou: ^-^ - 



X|y2 b^^ ~{~ è% Ç ~" ?' ' sinamu.cosamv 

-:/ama 4- Vam/Î , « sinama.j/am/î-sinam/5_yama 

— k^ 



sinama.^am^ -("sinam ^.-/araa * -Vama-j/amyS 

(57) -"^- ^-=|t£ = - k^.|-t|;, ou: 
X2yi 5 — 5 Ç — b 

^amv .-/ama-|- j/am/? ,„ sînama -f" s^nam/? 

= — k-^. 



sinamv. cos amu sinama — sinam/? ^ama — Jixmfi 

ZiZ2 C + Ç' k^ •^-V 
cosamu .cosam V cosanîa-f- cosamy^ 1 _7ama — Jt^m^ 



^amu..:/amv ^ama-|--iyam/? k^ cosama — cosam /ï' 

. X1X2 1 y\''C—'^t! 1 C — f sîn amu. sinamv 

^ ^ ziZ2~k'2'~Ç'+"Ç^~"k2VCH^^ ./ amu , Jarc^y 

1 cosam/?.-7ama-cosama._/am/?_ 1 Vama — j/am/î 

k'^ JsimOL-{- Jsim/^ k^'cosam/^.I/ama-|-cosama.^am/ï* 
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xiX2 1 ^'Ç""'^t' ""l ^ V . sin am u . sin àm v 

yiya ~ i'^* ''l+V '*]'?+'']?" cosamu.cosamv 

1 cosam /5.^ama-cosama.z/am/? cosama — cosam/î 



k'^* cosama |- cosamy^ cosam/Ê/.z/ama-f-cosama.J^am/S 

(61) ZL?? = IZîlill^^ = i^llli^^ ou- cosaP^^'^amv ^ 
y2Z| ^t' + ?'Ç ^''l' "■ ^'''l' cos am T . z/ am u 

sin am a . cosam /^-f sin am /3 . cos am a sin am a . z/am ^ -sin am ^. z/am a 

sin am a . ^ am >Ô + sin am y3 . ^ am a sin ama. cos am/!i^-sin am y3. cos am a 

fao\ ^i^ g + g' IV+I'*^ _ sinamu.z/amv 

(62) = ir-. zr- = —i: en-* OU: -; :i = 

X2Z1 sV~"5'^ 5—5 smamv.z/amu 

sin am a -(- sin am fi sin am a . cos am /5-j-sin am/5.cos ama 



sin am a . cos am /3-Binam/3 . cos am a sin am a — sin am /? 

x,y2 ? 4- ?' ^C^-f- ^'Ç sin am u . cos am v 

X2yi ^Ç' — ^% ^ "" ^' ' . sin am V . cos am u 

sin am a -|- sin am ^ sin am a . ^ am ^ + sin am y5 . z/aip a 

sinama.z/am/î- sinam/^.^ama sinama — sinam/ï 

Xijaza ? + ^' gî'^*^'"^'^®®*^'^^"^*''™^ sin am a -f sin am /5 

(64) - = •= i.^, ou: ■: j. = -. ; 7,. 

xayizi § — s smam V. cosamu.^am u smama — smamp 

sinamq. cosam v.z/amu sinama.z/amy5 + sinam/î.^ama 
sinamv . cosamu.^amv sin am a . .7 am ^ — sinam/j^.^/ama 

(66) "— ~ -u-; 2,7 ■, OU. 

sin am u . cos am u . ^^am v sin am a cosam ^4- sin am jÔ . cos am a 

sinamv.cosam v.^amu sinam a. cosam/^ — sinam/i.cosama 

^^^^ yT^"z,--k'-T-tTW; 

sin am u . sin am v 1 cos am y5 . j/ am a — cos am a . _/ am /? 



cos am u . cos am V . -/ am u . -Vam v k'** cos am /î. ^ am a -f- cos am a . ^ am /î 

yiy-i '*]-]- 'ft cosamu.cosamv cosama-j-cosamji 

X1X.2Z1Z2 TQ — V]" * sinam u.sinamv.l/amu..::/arnv cosama-cosam^ 



(69) ^'^ ^- - k^ ir^-^n ou: 



ZjZg _^ _ 12 iLt^' 

xiX2yiy2 Ç~Q 

sinamu.sinamv. cosam u .cosamv ^ama — ^am p 

11' Si l'on pose v -^ u, on aura: X2 ^-^ Xi, y2 -"= yu Z2 ~ zi, ^' — o, 
7j' := 1, t' === 1, ^ = sin am (2u), r\-^ cosam (2u), ç -^^am (2u). Les équations 
(1), (8), (9), (10), (11), (34), (35), (36), (40), (41), (42) donneront alors: 



(1) sîn am (2u) 
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2sinamu.cosainu.^amu 
1 — k^sin^amu 



. /« N 1 ^*amu — k'^ cos^amu — sîn%mu.^^amu 

(2) cosam(2u) = -2-1 ,0.4 = - . "1,2 -4 

k* 1 — k-'sin^amu 1 — k'^sm^amu 



(3) ^ain(2u)-- 



cos^ am u . z/%m u — k'^sin^amu 

1 — - k^sin^amu 

k'^ -|- k^ cos^ am u ^'^ am u — k* sin* am u . cos^ am u 

l—k^sin*amu 1 — k^sin^amu 

cos^amu . /^^amu + k'^sîn^amu 



(4) cos am (2u) + ^ am (2u) = 



1 — k^sîn*amu 

2 cos^amu . ^^am u 
1 — k^sin^amu 

2k'''^. sin^amu 



1 — k^sin'amu 



(5) cos am (2u) — ^am (2u) = — , , o . ^ 

1 1 — ^am(2u) 1 — cosam(2u) 



(6) sin^am u = 



(7) cos^amu == 



k^* 1 + co8am(2u) 1 + z/am (2uy 
cosam(2u) + ^am(2u) k''^ 1 — ^am(2u) 



l+z/am(2u) k*^*z/am(2u) — co8am(2u)' 



,^^ .., cosam (2u) + ^am (2u) , ,„ 1 — cos am (2u) 

(8) z/^amu = — j — -T === k'^ 



(9) 



(10) 



1 + cosam(2u) * z/am (2u) — cos am (2u)' 

sinamu sinam(2u) 1 ^am(2u)-cosam(2u) 



cosamu.^amu cosam(2u)-{- z/am(2u) k'^' sinam(2u) 

cosamu 1 + cosam (2u) sîn am (2u) 

sinamu.^amu sinam(2u) 1 — cos am (2u)* 



. . z/ama 1 + z/am (2u) ^ sînam(2u) 

sin am u . cos am u sinam(2u) 1 — z/am(2u)' 

^« Des équations du théorème fondamental de l'addition: 

xi(a + xi^) + byizi = o, 
X2(a 4- X2^) + by2Z2 = o, 
^(a + r') ~ bïjÇ - o, 
b = xiX2^, a + 1 = yiya*^, ak^ + 1 = Z1Z2Ç, 
on peut encore tirer une autre série de formules bien remarquables. 
£n substituant dans Téquation identique: 

ak^ 4- 1 — (a + l)k* =- k'2 
les valeurs de ak^ -}- 1 et de a + 1^ on aura Téquatîon: 

Z1Î52Ç — ^^172*^ =^ k'^ ou : 
(1) .:/amu . z/amv . ^am(u -|- v) — k'^ cosamu . cosam v. cosam (u-{-v)--=k'^. 
Si dans les trois premières équations on fait usage des trois transfor- 
mations suivantes: 
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on aura neuf nouvelles équations. 

Par la première transformation : a + x^ ^-=^ a + 1 — y^, on trouvera en 

divisant par x,yi, Xjy^, et ^t\: ^ 

a ~\ — 1 c)Zi 
yi + - =^ 0, ou : y^r\ — yi + x^^zi -- o, et de là: yi =^ y^r^ -\- xjZi^, ou ; 

yi xi 

(2) cosam u == cos am v . cos am (u -\- v) -f- sîn ara v .^am u . sinam (u + v) 

a -f- 1 , bz2 I j. -Il \ i- 

y2i = o, ou : yiiq— y2+xi§z2=o, et de là: ya^ yi'^^- xiZ2§, ou: 

ya X2 

(3) cosamv = cosamu . cosam (u -{- v) -f- sinam u . ^amv .sin am (u -|- v) 

a -|- 1 bC *- , , , K. 
-'^- t "^ ^î ^^* yiya- '']- x,X2U = o, et delà: 'yi=yiy2 - X1X2L, ou: 

(4) cosam (u + v) ^= cosamu . cos am v — sinamu . sinamv . ^am(u + v). 
Par la seconde transformation : a -1- x^ = , -„ -, on trouvera en 

,. . , XiZi X2Z2 ^ ^Ç 

divisant par - -^ , ^ ®t j_2 * 

ak^4-l k^bvi 

- zi -j =0, ou : Z2t - Zi -\- k^X2f yi =0, et de là ; zi ^=^Z2tH- k^X2yi^, ou: 

zi xi ' ' 

(5) z/ am u ^= ^ am v . J am (u -j- v) -|- k^ sin am v . cos am u . sin am (u + v). 

— Z24" r " ^=0, ou: ziÇ- Z2-}-k^xify2=^o, etdelà: Z2~-ziÇ4*ï^^x,y2^, ou: 

Ztji X2 

(6) ^ am V =^ _/ am u . _/ am (u 4" v) 4" k^sin am u . cos am v . sin am (u ~\- v). 

ak^4-l k^bï) 

^--Ç- -^ ^^=0, ou: ziZ2-Ç-k^X|X2''^" o, etdelà: Ç=ziZ2-k^xiX2i^, ou: 

(7) _/am (u -|- v) = -/amu . J am v - k^sin am u . sin am v. cosam (u -{- v). 

Pi.---.fr J 2 (a+l )z^ -rak^+ l)y^ 
Par la troisième transformation: a -|- x*^ =^ t-j^ , 

,. . , xiy.zi X2y2Z2 , f^ç 

on trouvera en divisant par — ^^2 ' ~ iti" ®^ h'i' 

(a-fl).zi (ak^+l)yi . k'^b ^ 

' ^ -\ -=--= o, ou: y2^jZi — z2Cyi + k^X2$--- o, 

yi zi xi 

et de là: k'^X2^ = yiZ2Ç — Ji^x'^'i oU: 

(8) k'^. sin am v . sin am (u -|" v) -■=■ 

-^^y cos am u . -/ am v ..-V am (u + v) - cos am v . -/am u . cos am (u -f" v). 

_ — ^ __i . _1_/^^ _|_ . =0, ou: yi-îTlZi- z,Ly2 + k'^x^f =- o, 
y-2 Z2 X2 

et de là: k'-x^s = y2ZiÇ — yiZ2i^, ou: 

(9) k'^ sinamu . sinam (u -\- v) === 

^^ cos am V . _/ am u . . / am (u -|- v) -^ cos am u . -/am v . cos am (u ~\- v). 
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(a+l)Ç rak^ + Dry k'^b ^ , .. ' 

^^^ ^ > =^ 0, ou:yiy2b~'Z,Z2Î? — k'^xix.^-- o, et de là: 

k'2x,X2 =7,72^ — z,z2%' ou: 

(10) k'^. sinamu . sinamv = 

= cosamu.cosamv .z:/am(u + v) — - -4^ ara u . .::/ am v . cos am (u + v). 

Des équations (2) — (7) on tire six nouvelles équations par substitution. 
Ainsi des équations (2) et (4) on tire: 

yi^^yiyi-XjX^yaC-f-x^Zi^, et delà: ^Iji^x^Zi^—x^x^y^^, ou en divi- 
sant par x^: Xayi^z,^ - x^j^C, ou: 

(11) sinara V . cosam u ^--^am u . sinam (u-f v) — sin ara u . cos am v .-^am(u-}-v). 
De plus on tire des mêmes équations: 

V^jlV+^^J^^iS—XiX^K, et de là: x|^-=x .ygZi^ — XiXaÇ, ou en divisant 
par x^: x^ry --= y^z,^ - x^t, ou: 

(12) sin am v.cos am(u + v)-= cos am v. J^am u.sin am(u-f v)-sin am u.^am(u+v). 
Des équations (3) et (4) on tire: 

y2'=yiy2~XiX2y,^+XiZ2^, et delà:xîy2^XiZ.2^— XjX^yit, ou en divisant 
par X, : Xiy2 = z^^ — X2yjC, ou: 

(13) sinamu cosamv--^amv.sînam(u4-v)— sinam v .cosam u.-:/am(u-fv). 
Des mêmes équations on tire de plus : 

^=y?^ + XiyiZ2^ — x,X2Ç, et de là: xîi;-=xiyiz.^^— XiX^t, ou en divisant 
par xi : x^rj -= y^zg^ - XgÇ, ou : 

(14) sinamu.cosam(u+v)=-cosamu.^amv.sinam(u+v)-sinamv,-iam(u4-v). 
Des équationè (5) et (7) on tire; 

z,-:ziz|-k2xiX2Z2^ + k2x2yif, et de là: k^xfzi-^k^x^yi^-k^XiX^z^ry, 
ou en divisant par k^ : x^Zi-- y^g - XiZa^y, ou: 

(15) sin am V. -iam u=:cos am u . sinam(u-|- v)— sin am u.z/am v . cos am (u-f- v). 
Enfin des équations (6) et (7) on tire: 

Z2—ZÎZ2— k^x.x^ziiy+k^x'iy^^, et de là: k^xîza-k^Xiy^g-k'^XiXaZiîy, 
ou'en divisant par k^x^: XiZ2= y2? — Xaz,??, ou: 

(16) sînamu._/amv^-cosarav.sinam(u-rv) — sinam v.^amu. cosam (u+v). 
Si Ton change le signe de v, on aura encore 16 formules correspondantes. 

1 ^' Des formules précédentes les formules (2), (3) et (4) ont donné lieu à la 
célèbre construction de Lagrange, suivant laquelle si les trois côtés d'un triangle, 
ABC, sont: a ~= am u, b -=^ am v, c = am (u =fc v) ces amplitudes étant toutes 
supposées réelles et positives, le rapport constant des sinus des côtés et des 
angles opposés sera égal au module k: 

sin A sin B sin C 

oTr. o ~ ^"k ~ ~ ^=^ k, sin A -~ k . sin a, sin B =^ k . sin b, sin C ^ k . sin c, 
sm a sjn D sm c 
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et les cosinus des angles seront au signe près égaux à : ^ am u, ^ am v, 
^am (udb v). 

En effet on a dans la trigonométrie sphérique les trois formules fon- 
damentales: 

cosa == cosb . cosc — sinb . sine . cosA, 
cosb = cosa . cosc — - sîn a . sin c . cosB, 
cosc ^^ cosa . cosb — sina . sinb .cosC. 
En substituant les valeurs : a ^= am u, b ^= am v, c = am (u db v), ces 
formules deviendront: 

cosamu = cosamv . cosam(udbv) — sinamv.sinam (u ± v) . cos A, 
cos am V = cos am u . cos am (u db v) — sin ^m u . sîn am (u it v) . cos B, 
cos am (u±v) ^= cos am u . cos am v — sîn am u . sin am v . cos C, 

et en comparant ces formules avec les trois formules (2), (3) et (4) du pa- 
ragraphe précédent on en déduira: 

cosA = qp^amu, cos B =^ — ^amv, cos C = i ^am (ui v). 
De là on trouve de plus: 
sin A=k.sin am u -k sin a, 8În.B — k'Sin amv k.sin.b, sinC k.sîn am(uiv) k.sinc, 

sîn A sîn B sin C , 

donc: == - . ~ == — - - =-^ k. 

sm a sm b siA c 

1 4* Si dans les formules du 5 on fait Xj égal à une constante arbitraire, 
donc: dx^'^ o, on aura les conditions qui doivent avoir lieu entre les fonc- 
tions elliptiques x^ et ^, pour que: 

dxi dg ^ 

ou, ce qui revient au même, les équations du 5 représenteront l'intégrale 
générale de cette équation différentielle. 

Si Ion donne dans ces intégrales générales à la constante indéterminée 
x^ des valeurs particulières, on trouvera des intégrales particulières. On 
en doit remarquer celles, qu'on trouvera en supposant: 

X2^ 0, X^-^ oc, X2--= ± 1, X2= ± , . 



Si Ion pose c au lieu de X2 et x, y, z au lieu de Xi,yi,Zi, on aura 
l'équation différentielle: 

(1) ^--. = _JL._^_ 

dont l'intégrale générale sera: 

/«^ t xT/T— c« . l/T-^k^'c* A- c VT- x^, l/Î^Sx* 
(2) ,t= T^c^i^ ^ -' 

et dont on remarquera les intégrales particulières: 
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Vl-x^ ,_. 1 l/l-k 



2^2 



X^ 



On peut introduire i; =|/l— ^^, ou Ç = ]/^i -k'^^- comme variables 
au lieu de ^. On aura alors: 

"= Vk^'^-Çk^rj^, et Téquation différentielle (1) aura la forme: 

_ d x ^ d^ __ di? 

dont l'intégrale générale est donnée par Téquatîon (2) du 5: 



yi-l^ . V 1 -x^ — c y'i - k'-^c^ . X . l/l - k"^x 



2 



'^^ 1-k^C 



2^2 



ou la forme : 

dx dÇ _ *^^ _ 

dont l'intégrale générale est donnée par Téquation (3) dn 5: 



2 



r _ T/Î -^k'^c^j/"!— k^x^ — k^cj/l-c^. X .T/I-x 
' " ' 1 — k^c^x^ 

On donnera à la première de ces équations différentielles une forme 

plus commode, si Ton considère — --^ comme variable an lieu de ^. Nous 

Y) 

désignerons cette variable de nouveau par ^, et poserons: ^ = — /^i ^i^= — t'fi 

et nous aurons alors Téquation différentielle: 

dx d^ 



(4) 



Kl-x^.Kl-k^x^ l/l-k''^?^l/l + k«^2' 
dont Tintégrale générale sera: 

^^^ ^ " k' • l-k»c'^x^ 

et dont on remarquera les intégrales particulières: 

^^^ - k' ' ^ ~ kk'x '^ — j/l-k'-^x^^^ k|/i.x'^ 

On donnera à la seconde équation différentielle une forme plus com- 

r 

mode, si Ton y considère — ^ , comme variable au lieu de C Nous 

k' . ' ^ 

désignerons cette variable de nouveau par ^, et poserons: ^ == — 

Ç - — k'§, et nous aurons alors l'équation différentielle: 

dx d^ 



k 



(7) 



Vl-x\ l/l— kV " l/l~k'2^^ 1/^2-1' 
dont rintégrale générale sera: 
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2 



^^^ ^~"k'' \ l-k'^cV-^ 

et dont on remarquera les intégrales particulières: 

^^^ ^ - k' '^ — k'x '^~ — l/l-kV^ — 1/"! -x^' 

On remarque ici que les intégrales particulières (3), (6), et (9) sont 

toutes à un coefficient constant près égales aux quotients de deux des quatre 

quantités 1, x, y^]/^l— x^, et z =y^l — k^x^. ' 



Chapitre second. 

Intégrales elliptiques complètes, 
1*^- Les valeurs que l'intégrale elliptique: 



dx 



\ >/"l-x2.|/"l--Vx' 



acquiert aux limites, où les deux valeurs du radical j/^1 — x^, et les deux 
valeurs du radical |/ 1 — k^x^ coïncident, jouent un grand rôle dans la 
théorie des fonctions elliptiques. 

Ces valeurs de la variable indépendante x sont : x = i 1, x ■= i —-. 

Puisque l'intégrale change de signe avec x, nous considérons seulement les 

* 1 

valeurs positives: x = + 1, x = -f- — . 

k 

On nomme l'intégrale correspondante à la valeur x = -f- 1, Vintégrale 
complète^ et on la désigne par la grande lettre correspondante à celle par 
laquelle le module, dont elle est fonction, est désigné. Ainsi on a pour 
le module k: . 

/* dx ÇTZ dç 

l/"l - x^ Kï^k^x"^ ^ i ^'y\—W^(!^\ 

et pour le module complémentaire k': 

/* dx /.TC dç V 

Î7î^x^7ï7r-=k^^ "^ J Vl^'k'^sin^- 



Pour bien fixer la définition de l'intégrale complète, on suppose de plus 
que les radicaux:]/ 1 — x^, ]/l — k^x^ et j/l— k'^x^ne changent pas les 
signes pendant Tinlégration, et que les radicaux |/l— k-x^ et ]/l — k'^x^ 
finissent pour la valeur x = 1 par les valeurs 4~ k' et -\- k. Puisque les 
trois radicaux commencent pour x =^ o par la valeur -|- 1, il suit de là 
qu'elles doivent toujours rester positives, et qu'en cas de valeurs imaginai- 
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res, leurs parties réelles resteront positives. De plus puisque |/1 — k^x'^finît 
pour X ==> 1 par la valeur |/1 — k^ = + k', et que pour des valeurs réelles, 

mais négatives de 1 — k* on a suivant 1: -f-k' == |/ 1 — k^==^- — -, = 

= — i^k^ — 1, il faut que pour des valeurs réelles, mais négatives de 

1 - k^x^ on a: |/l— k^x^ — F k^x^— 1 _ ^ii/kî^^— 1. De même 

1 

il faut que pour des valeurs réelles, mais négatives de 1 — k'^x^ on a: 



ce qui concerne le 



Yl -k'^x^ = ■'^-^-^ — - i l/k'^x^-l. Pour 

signe du radical |/ 1 — x^ dans le cas de valeurs réelles mais négatives de 
1 — x^, on peut supposer, que toujours: yl — x^^= - — ; =^-î]/^x^-l, 

ou que toujours: ]/l— x'*^ ^= -j* iyx^ — 1 = — ~ — -, . 

On tire des deux équations précédentes: 

sîn am (K, k) = -|" ^i cosam (K, k) = o, z/am (K, k) = 4" ^\ 
sin am (K',kO = + 1, cosam (K',k')-= o, z/am (K',kO — +k. 
Si k^ est une quantité réelle, positive et moindre que Tunité, on trou- 
vera l'intégrale complète K en série convergente en développant la dérivée 

1 

- _r- ___r . Q^ g^PÎQ convergente. On aura alors: 

y 1 —k^sm^ç 

/TC do 

y 1 — k-^sm-^ç 



= pf 1 + è k" sin ç -t; j~^ k*«n*cp + ^1^^ k«sin«(p + . . . U- 

= li' + <«v+(H^*H-(^^|tl)v+...|. 

Si k^ est une quantité réelle et positive, mais plus grande que l'unité, 
on pose : k ^^ -y-, où l sera une quantité positive moindre que Tunité. Si 
Ton pose de plus: kx •= y = ^, x = Z^, on aura: 

/i dx /.-L d^ 

^ 

n'_ _d| 

On a maintenant: / -»/'^ 121:2 i/"! — j:2 ^^' -^ ^^ ^^^^' De plus puis- 

que il est supposé que:|/^l — k^x^ = il . , ou}/ 1— ^^== — — : , 

on aura: 



^ 



où 1/ ^*— 1 et 1/1 — i*^* resteront positives entre les limites de l'intégration. 
En comparant maintenant la différentielle de cette dernière intégrale 
avec l'équation (7) du 14, où Pon changera k' en Z, donc k en Z' = |/ 1 - Z^, 
on trouvera que l'équation différentielle: 

dx Jdg 

yi -x2. j/"!- i'^'k^ ■" yï^i^^^. v^'^-i 

1 

sera satisfaite par l'intégrale particulière: ^ == ^/- ^ t/2^ ' ^® ^^ ^° trouve: 



yi-r 



!^ft^, F-.-V ~ ï^ ^iJ^, Ki^^?^ = ' . 



l'^ ^ r ^ ^ Z'^ ' ^ ^ " ^ t 



Aux limites 
^ -= 1 et ^ = — correspondent donc les limites x -^ o et x ^= 1, et les radi- 
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eaux yl — x^ et |/l — Z'^x^ resteront positifs entre ces limites. Donc on aura: 

On aura donc dans le cas de k^ > 1 : 

(2) K = F(k) = «L 4- i L') --= {{f{y) + i f(Ki - ^))- 

Sî k^ est une quantité réelle mais négative, k^ ^= ~ /^i où Z^ est 
une quantité positive, on aura: 

/* dx r^ dx 

Cette intégrale peut être développée dans la série: 

K = F (K-^^) ^- FI- iz)^ I { 1 - m^ + ©^^ (III) V+... j. 

Cette série ne se distingue de la série (1) que par les signes alternatifs de 
ces termes. Mais on peut aussi facilement réduire cette intégrale à la forme 
ordinaire. En effet on la réduira à la forme (4) du 14 par la substitution : 

/■ 1 l 

X -= m'^, Zm' = y 1— m'2 = m, où m' --= w- , ^, m = w- ---seront 

moindres que l'unité. On aura alors: 



/' dx r\ 



àê 



l/"l--x2.V^l+l2x2 'J |/l— m'2|^l/"H-m2?2 

où les radicaux |/ 1 — m'^^^ et ]/l-{-ra^^* resteront positifs entre les 
limites de l'intégration. 

En comparant la différentielle de cette dernière intégrale avec l'équa- 
tion (4) du 14, où l'on changera k et k' en m et m', on trouvera que 
Téquation différentielle : 



âi 

dx dj 

X 

sera satisfaite par l'intégrale particulière: ^ = - /- i | "=. De là on trouve: 

g ,^; i _ Vl-m''i' ,/-. ^i_ t 

Aux limites ^ = o et ^ == - :, correspondent donc les limites x =^ o etx^- 1, 
et les radicaux j/^l — x'^ et ^1— m^x^ resteront positifs entre ces limites. 
Donc on aura: 

M dg _ _ ^ r^ _ dx _ 



m^x^ 



On aura donc dans le cas de k^ négative; 
(3) , K == F(k) ^F(-i K~k') = ni'. M= p-^ F {yj^) - 

■j/l-k^ V|/"l^T/ k' V k' /• 

Si enfin k^ est une quantité imaginaire, k le sera aussi, et on aura: 
k -^ a -{- ib^ a et b étant des quantités réelles et a positive. On a alors : 
l-k2x2-=l-(a2-b2+ 2iab)x2= 1 - (a2-b2)x2 -2iabx2= r(cosp+ isinp), 
où : r cos p = 1 — (a^ — b^)x^, r sin p = — 2 ab x^. 

Kl-k^' = l/-r(cos(Ç)) + i sin (Ç)), ^^^^^ = ï7-,(co8(P)-i8in(4)). 

On voit de là que, tant que x varie de o à 1 en restant toujours 
réelle, sin p aura toujours le signe contraire à celui de b. De plus, puisque nous 
avons supposé que la partie réelle du radical |/^1 — k^x^ restera toujours 
positive, cos (5) restera toujours positive. De là on trouve que sin (j) = 

-'-=■- r-- aura toujours le même signe que sin p, donc le signe contraire à 

celui de b. On a maintenant: 

/^ dx r Hcos(^)— isin(P)) . dx 

/^ Ç0s(5)j_dx r^ sin ( p,) . dx 

Vvy ûx^ " 'J Kr.l/r.x^ -^ ^ + '^' 

'^ ' 

/* co8(|) . dx r^ sin (g) . dx 

Kr.K'iriî' ^ = - J y r.l/rTx^ 

o ^ 

seront des quantités réelles. A aura le même signe que cos (g) et sera 
donc positive, B aura le signe contraire à sin (g), donc le même signe que b. 
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On peut développer les .quantités A et B en séries convergentes en 
développant leurs différentielles sous le signe d'intégration en séries conver- 
gentes. Il nous suffira ici de préciser leurs signes. 

Les formules précédentes qui donnent la valeur de K dans les cas du 
carré du module, k^, positif et plus petit que Tunité, de k^ plus grand que 
Tunité, de k^ négatif, et de k^ imaginaire, donnent en même temps Vintégrale 
complète complémentaire: K' = F(kO. En effet, si le carré du module, k^, 
est positif et plus petit que l'unité, le carré du module, complémentaire, 
k'^ ^= l — k^, sera de même positif et plus petit que l'unité, et on aura: 

(5) K' :-- F(k') -=2-{l + (^)^k'^ + (l^|)'.k'*+ (sÎg)'-^"-^-}- 
Si k^ est positif et plus grand que Tunité, k =■- ^, on aura: k'^ = 
== 1 — k^ = l — -^^^ -y^- — — 2- On trouvera alors K' de Téquation 



l 



(3) si Ton y pose y an lieu de l. On aura alors: m ^ Z', m' ^ /, et: 



(6) K' - F(kO = / . L' - Z . F(/0 = -J F (]Al - j|, j - ^ F ( -^^^). 

Si le carré du module est négatif, k^ = — l^ , le module complémen- 
taire deviendra: k'=^i-|-/S donc plus grand que l'unité. On trouve alors 
K' de Téquation (2), si l'on y pose k' au lieu de k: 

K. = P*, = 1 1 P g+ ,P (f ..-iT) j - J I P (i)+ ,■ P(!^-':) I . 

Enfin si le module est imaginaire, k = a -\- ib^ où a et ô sont des quan- 
tités réelles et a positive, k' sera aussi imaginaire, k' = a' •■{- ib' où a' et h* 
sont des quantités réelles, déterminées par les équations: 

«2— ^»2 ^a'2- J'2^1; ab+a'b' =0, 

et a' une quantité positive. De la dernière de ces équations on trouve: 
b* z= — — .. Donc puisque a et a' sont des quantités positives, ô' aura le 
signe contraire à celui de b. Donc on aura, en vertu de l'équation (4): 

(8) K' =A' + \B\ 

où A' et B' sont des quantités réelles, A' positive et B' de même signe 
que b\ donc de signe contraire à celui de b Les quantités B et B' ont 
donc toujours des signes contraires. 

lO» Cherchons maintenant la valeur de Tintégrale elliptique entre les 
limites o et -77. Nous ferons sur les valeurs des radicaux \/^i — x^ et |/i — k^x* 
les mêmes suppositions que dans le paragraphe précédent, savoir qu^ils ne 
changent pas les signes pendant l'intégration, et que pour la valeur x == 1 
on a: |/ï--k^*= + k'. 
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De là il suit que les parties réelles des deux radicaux doivent toujours 
rester positives, puisque pour x -~ o ces radicaux commencent par la valeur -f- 1. 

De plus, si le carré de k^ est une quantité réelle, positive et plus grande 
que l'unité, on aura pour des valeurs réelles mais négatives de 1 — k^x^: 

j/^k^X^— 1 r 

|/^1 — k^x^ = -(-^- -. = — - i j/k^x^ — 1, puisque pour des valeurs 

négatives de k'^ = 1 - k^ on a: k' = 4" ^^[""^ = — i Kk^-L Si k^ 

est réelle mais plus petite que l'unité, ou si k^ est une quantité imaginaire, 
on peut pour des valeurs réelles mais négatives de 1 — k^x^ supposer : 

■J/T- k^x^==: -]- V -"^"-^ = - r l/k^-^, ou j/l-^k^x* = 

l/^k^x^ — 1 

= ~r ij/^k^x^— 1 = — — -^ seulement qu'on ne change jamais pen- 

dant l'intégration de Tune à Tautre de ces suppositions. 

De même pour des valeurs réelles mais négatives de 1 — x^ on peut 

supposer que: J/^1— x2= -|- — . = — i]/ x^ — l ou que |/^1 — x^ = 

-\/'^i'^\ 

= -|- \yx^ — 1= — — . . Dans le cas de la première supposition le ra- 
dical J/ 1 ~x'^ finira pour x= par la valeur: j/ l~^=--il/ ^ ~1 = 

ik' ... 1 

.= - -.7; dans le cas de la seconde supposition le radical finira pour x 1:= 

•^ k. 

par la valeur: y ^'~ ^2— "M |/ j^ -" 1 = + Y* 

Si le carré du module k, k^, est une quantité réelle, positive et plus 
petite que Tuniié, k et k' seront tous les deux des quantités réelles, ces 
deux suppositions sont admissibles toutes les deux, et l'intégrale aura deux 
valeurs différentes selon 'que Ton aura suivi Tune ou l'autre de ces suppositions. 

Si le carré k^ est une quantité réelle, positive, mais plus grande que l'unité, 

ik' |/k* -ï . . . . , /- 

= sera une quantité réelle et positive, puisque k' = — i|/ k^-1; 

^ ^ ^ — ^ ik' 

donc il faudra alors que |/ 1 — x^ finisse par la valeur: -f- -> et que pour 

IV 

des valeurs réelles, mais négatives de 1 — x^ on ait: ]/l— x'*= fi ]/x^— f = 
-^ ~ K _. Si k^ est une quantité réelle mais négative, on a: k = 



1 



i^* = — i K— k^, k' = l/'l—k 
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sera une quantité réelle et positive, 

ik' k' 

et - - = — , . - - sera une quantité réelle et négative; donc il faudra alors 

'^^__._K-k* ik' 

que y \—x^ finisse par la valeur: p-, et que pour des valeurs réelles mais 



k 



l/i^'-^î 



négatives de 1 — x^ on ait: }/ 1— x* = + ^ — ; = — i|/ x^ — 1. Enfin 

si k^ est une quantité imaginaire, k et k' seront tous les deux des quan- 
tités imaginaires: k = a-|-iô, k' = a' -}" '^S ^^ ^ ^^ ^' sont des quantités 

3 
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réelles positives, b et h* des quantités réelles et des signes contraires. On aura 

ik' ^b' + \a' a'b-ab' . aa' + bb' _ . .. ., 

alors: -— = ; — rr =~l — i — 7T i" ^ ~T~l — w • Donc si ab — ab est une 

k a -\- -ïb a^ + b^ a^ + c> 

quantité positive, il faudra que \/i — x^ finisse par la valeur: -j~ t~' ®* qu'on ait : 

|/ 1 — x^ = 4" i |/ x^ — 1 ^ — - — ; . Si au contraire a'b — ab' est 

1 /- ik' 

une quantité négative, il faudra que |/ 1 — x^ finît par la valeur: — — -, et 

qu'on ait: j/l-x^ = -f ?^^^^ = - i j/x^ - 1. 

Puisque pour x=l on a toujours |/^1 — k^x^ = -[" k', on aura: 

/i dx _ r^ -L r~ ^^ 

|/i-x2.|/'i-k2x2 ~ j î/T^P/jTT^T^? J ^Y'uxK yukH^ 

J |/x2-l.l/l-k2x2 

où le signe du second terme sera + ou —, suivant qu'on a: |/l— x^ = 

j/^x^ 1 r/x^ 1 

= -|- *^ — : , ou qu'on a: j/^l — x^ = — - — : , ou, ce qui vaut le 



1 
''l , , ik' 



même, suivant que ce radical finit pourx = - par la valeur: — t: , ou par 

ik' 
la valeur: 4--^— . 
' k 

En comparant la différentielle de la dernière intégrale avec l'équation 
(7) du 14 où l'on changera x et ^, k et k', on trouve que l'équation dif- 
férentielle : 

dx ^ _^^ dg 

l/x^-Lj/l-k^X^ ~ |7l--g2. |/-l-k'2^^ 

1 l/x^-l 
sera satisfaite par l'intégrale particulière: x = y " ^ , ^ = , 

y 1 """it Ç K X 

i/-l_^2 ^ ^ \/ ^ , |/l-k'2^2 = jL. Aux limites x= 1 et x = , 
'^ kx '^ ^ X k 

correspondent alors les limites ^ = o et ^ = 1. Donc on aura: 
r{ dx _ r^ dg 

Puisque les variables x et g doivent varier d'une manière continue entre 
les limites de l'intégration, et puisque le radical ]/l — k^x^ ne change pas de 
signe, les radicaux yl — g^ et "J/ 1— k'^g^ ne changeront pas de signe; 
ils commenceront pour x = 1, g = o, par les valeurs + 1, et le dernier ra- 
dical finira pour x = —, g= 1, par la valeur: + k» Donc la valeur do 

cette intégrale sera K', et on aura: 

/l dx 

où le signe du second terme sera ■■{- ou — suivant que le radical j/^l -- x* û- 

ik' , ik' 

nisse par: -"^^ ^" P*^ H — 1~* 
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De là on trouve: 



(2) sin am (K ± iK') = ^ cos am (K =b iK) = qP -f^^ -^am (K±iK') = o. 

Si k^ > 0, mais <C 1, on peut admettre les deux signes; si k^ > 1, il 
faut admettre seulement le signe inférieur; si k^ <C 0, il faut admettre seu- 
lement le signe supérieur; enfin si k^ est une quantité imaginaire, k = a 4' i^i 
k' = a' -f" i^'î et a'b — ab' > o, il faut admettie seulement le signe inférieur, 
si a*b — ab' <C o, il faut admettre seulement le signe supérieur. 

Nous ferons voir plus tard que les équations (2) ont lieu pour des 
valeurs quelconques de k. 

1 * • Le rapport des deux intégrales complètes K et K', ou, si Tune ou 
toutes les deux de ces intégrales sont imaginaires, la partie réelle de leur 
rapport, est toujours positive. 

En effet, si k^ est une quantité réelle^ positive et plus petite que Tunîté, 
K et K' seront toutes les deux des quantités réelles et positives, donc leur 
rapport sera une quantité réelle et positive. 

Si k^ est une quantité réelle et positive, maïs plus grande que Tunité, 
k = -T, où Z<C1, on a suivant les équations (2) et (6) du 15: K « Z (L -(- iL'), 
K' = ZL', où L et L' sont des quantités réelles et positives. Donc la partie 

K r K' 

réelle du rapport -,, qui sera égale à — ,^ et celle du rapport ^=r-, qui sera égale 

, LL' ^ . . ^ ^ 

a y 2 4_ r »2 > sont positives. 

Si k^ est une quantité réelle, mais négative, k^ = — Z^, où Z^ est une 
quantité positive, on a suivant les équations (3) et (7) du 15: 

K = m' M, K' = m' (M' + iM), où m = , .. ^--- , m' = Txi--, donc 

m^ > o, et < 1, et par conséquent M et M' seront des quantités réelles et posi- 

K MM' 

tives. Donc la partie réelle du rapport -, qui sera égale à i^j^t^m^^ et celle 

K' . M' M -j-M - 

du rapport ^, qui sera égale à ^, seront positives. 

Enfin que k^ soit une quantité imaginaire, k = a -f" i^î k' = a' 4" i^'i «^^^ 
a, è, a\ b' sont des quantités réelles, a et a' positives, b et b' des signes oppo- 

ses. Si Ton pose alors kx ^ ^, x =* y-, on trouve : 

dx . r^ d^ 






En substituant ici k — a -f ' i^î on trouvera : 

k2 _ ^2 =^ ^2 _ j2 _ ^2 _|_ 2i ab = r(cos p + i sin p), où: r, cos p = a^ - 5^ - ^2, 

r . sin p = 2 ab, donc: ]/k2-|2 = ^/r (cos Ç + i sin Ç), V/'rf^F^ ^ 
= pr (cosÇ — isinP). 
f' ^^ ^^_cos^J£__ r' sinP.dg^^ __ 
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où A" et B" sont des quantités réelles. Si maintenant on fait sur les signes 
des radicaux: |/^1 -x^ = , j/^k^— ^2, et|/^l-- k^x^ =|/^l-7^2 les mêmes 
suppositions que dans le paragraphe précédent, et qu'on suppose de plus 
que non seulement la partie réelle, mais aussi le coefficient de i du pre- 
mier radical, c'est à dire |/ r . cos ^ et "j/r . sin Ç ne changent pas de signe 
pendant l'intégration, A" aura le même signe que cos g, et B" le signe 
opposé à sin Ç» , 

Maintenant que b soit |une quantité positive, donc b* une quantité néga- 
tive. Alors a'b — ab* sera une quantité positive et suivant 16 le radical 

y — ik' 

y 1 — x^, qui commence par la valeur 4" 1^ finira par la valeur: -(- -r-, 

et on aura: 

». dx 

k 



/ 



|/i— x2.i/"i'-k^7^ ~ ^ ' ^'' 



ou, en vertu des équations (4) et (8) du 15. 

A" + i B" = (A + i B) — i (A' + î IV) = (A -] B') + i ( B — A'). 
Donc on aura: A" = A + B', B" = B — A'. 

Alors le radical l^k^ — ^^ = k|/ 1— x^ commencera par hi valeur: 
k ^ a ~\- i^, et finira par la valeur: ik' = — b' -{- ia'; donc sa partie réelle 
et son coefficient de i commenceront et finiront par des valeurs positives, 
et, puisque nous avons supposé que le signe de la partie réelle et du coef- 
ficient de i du radical |/ 1— x* ne change pas pendant Tintégration, elles 
resteront toujours positives. iMais |/k'^— ^^ = |/ r (cos p -|- isin Ç), où |/ r 
est une quantité positive; donc cos Ç et sin J resteront toujours positives. 
Donc enfin A" = A ]- B' sera une quantité positive et B" = B — A' une 
quantité négative. 

Mais suivant 15 dans le cas que nous considérons, B sera une quan- 
tité positive et B' une quantité négative, A et A' étant toujours des quan- 
tités positives ; donc on aura : A > — B', et A' > B. 

Si b est une quantité négative, par conséquent ô' une quantité positive, 

alors a'b — ab' sera une quantité négative, et suivant 16 le radical |/l— x% 

ik' 
qui commence par la valeur -(- 1, finira par la valeur: — . Alors on 

• tv 

aura : 

' dx 

'yî^xKVi-k^x^ = K 4- i K' 



/ 



ou: A" -f i B" = (A H- i B) + i(A' + i B') = (A - B') + i (A' + B), donc : 
A" - A — B', et B" = A' + B. 

Alors le radical yk^—^^ = k^l— x^ commencera par la valeur: 
k = a -j- i^, et finira par la valeur: — ik' = ô' — ia'; donc sa partie réelle 
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commencera et fim'ra par des valeurs positives, et le coefficient de i corn- 
mencera et finira par des valeurs négatives, et puisque le signe de la partie 
réelle et du coefficient de î du radical y] — x^ ne doit pas changer pen- 
dant rintégration, la partie réelle du radical |/ k^ — ^^ restera toujours 
positive, et le coefficient de i toujours négatif. Donc cos ^ restera toujours 
positif et sîn p toujours négatif, ou A" = A — B' et B" = A' -|- B seront 
toutes les deux des quantités positives. 

Mais suivant 15 B sera dans ce cas une quantité négative et B' une 
quantité positive; donc enfin on aura: A > B' et A' > — B, 

Donc toujours A sera plus grande que la valeur numérique de B', et 
A' plus grande que la valeur numérique de B. 

On a maintenant: 

K ^ A 4- i B ^ AAM:^BB' . A/B - AB' 

K' A' + i B' A'2 4- B'^ "' ' • A'^ + B''^' 

K; A^ -I i B^ a A^ 4 BB^ . AB'--^A;B 
k " À + i B ~ A'^ f B^ "^ * • A'^ + B'' ' 

Puisque B et B' ont toujours des signes contraires, BB' sera une quantité né- 
gative, et AA'> — BB', ou: AA' -f- BB' une quantité positive. Donc les 
parties réelles des rapports: ^r et ^ seront toujours positives. 

On voit de plus que le coefficient de i du rapport - aura le même 
signe que ô, c'est à dire que le coefficient de i dans la valeur du module 
k; et que le coefficient de i du rapport ^ aura le même signe que b\ 
c'est à dire que le coefficient de i dans la valeur du module complémentaire 
k', ou le signe opposé au coefficient de i dans la valeur du module k. 

Chapitre troisième. 

Fondions elliptiques d'arguments négatifs et imaginaires. 

d9 rx dx 



1». Del équation: u=j ^j^lT^W^cp = J j/^f-lx^l/l- k'- 






trouve en changeant le signe de ç et de x: 

/-ç d9 /•-x dx r<^ d9 

l/l — k^sin^ç " J j/T-- x2. |/T^k2x2 " ~~ J Y'i^^^sïn^'^ ^ 
/x dx 



'X2 



— 9 = ara( — u), — X => sin am ( — u), ]/^l — x- = cosam (-u), ]/ 1 — k-^x^ «= 
■= z/ am ( — u), et puisque 

9 = am u, X = sin am u, j/^l — x^ = cos am u,]/^l — k^x^ = _/amu, on aura 
les équations: 
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(1) am(-u)^-amu, sînam(-u)=^-sinamu,co8am(-u)=cosarau,z/am(-u)=//amu. 
Donc quand l'argument change de signe, Tanaplitude et le sinus de l'ampli- 
tude changeront de signe, tandis que le cosinus et le delta de l'amplitude 
resteront les mêmes. 

1 J» De Téquation u — J ~y— ^— ^ w ^^ u 2^ ^^ trouve si Ton multi- 
plie par i = j/ — 1 : 

/x dx Px dx 



pose: ]/ 1 — x^ =^ ; parceque pour x =.o on doit avoir ]/i — x^^= -h !• 

Si Ton compare la dernière intégrale avec l'équation (7) du 14, dans 
laquelle on change ^ en — x, x en ^, k' en k, et k en k', et dont la qua- 

triéme intégrale particulière deviendra par conséquent: — x -^ zb — m^, 

on voit qu'à la limite x ^^ o correspond la limite ^ == o, et l'on aura donc 
par cette substitution : 

»x dx r^ dg 



/x ûx_ _ /»§ 



l/x^-Ll/l— k^x^ J l/l-g^l/l-k'^^^' 

Si ici X et ^ tendent vers zéro, la première intégrale tendra vers: 
— -, et la seconde vers ^; donc le rapport pr doit tendre vers: — i, donc 

enfin des deux signes de l'équation: — x = db — ^ on doit choisir le 

supérieur: — x =^ -— r^^ De là on trouve: 

Ki-i* 

ix ^ 1 ^ iXl— k'^x^ 

^ Vl-x'' ^ ^ ^ l/l-x«' '^ l/ï=x^ ' 

OÙ les signes des radicaux sont déterminés par la condition que ^ et x s'évan- 
ouiront simultanément, et qu'alors ^ tendra vers i x, j/"l-— ^^ et ]/ 1 — k'^§^ 

vers + 1. 

fl dg 

De l'équation : iu -== J -i/-J"_r|2 l/T^'^tî <^"^ *r°"v® • 

^. , .^ >. ^^ i sin am (u, k) 

smam (lu, k') -= § = 77t^~I ^"^ 7~rvî 

y 1—x^ cosam(u, k) 



cos am 



(iu,k') = vT-|»=rq 



1 1 



]/ 1 ~ x^ COS am (u, k)' 



^ /. 1 /x iz-rTr^rÂ-o 1/^1 —k^x^ -^am(u, k) 
z/am (m, k') --= j/l-k'^g^^ _r ___,^_ == _' 

1/ 1 _ x^ cos am(u, kj 

et de là, si Ton change k et k': 
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ri\ .• t' ^.^ isînam(u,kO 1 

(1) sin am (m, k) -=- - — ., cosamOu, k) = 



cosam (il, k') ' cosam(u,k')' 

. ^am (u, kO 

z/am(iu,k) = r~{Tv 

cosam(u,k ) 

^^* Si dans les formules du 7 on pose iv au lieu de v, on aura les for- 
mules suivantes des fonctions elliptiques d'arguments complexes: 

sin ara u . cos am (îv).z/am(îv)± sin am(îv) . cos am u . /J^ am u 



sin am (u db iv) == 



k^ sin^am u . sin^ am (iv) 



z/am(v,k') . . smam(v,k') . 

sm am (u, k) . — ^—-- .,■ it i . — -- . cos am (u.k) . ^am (u, k) 

_ cos^am(v,kO cosam(v, k') _ __ 

1 4- k^ sin^am (u k) ^îll^îL^li') 

cos'^am(v,k') 

_ sin am (u,k) .z/am (v,kO i i sin am (v,k') .cos am (v,k') .cos am (u,k). -/am(u,k) 

cos'^am (v, k') -j- k^sin'-am (u, k) . sin-am (v.k') 

ou enfin, si l'on substitue cos^ am Cv,k') ^^^1 — sin^am (v, k'): 

(1) sin ara (u ± î v, k) ^=^ 

sin am (u, k) . ^am (v, k') =fc i cosam (u, k) . -:i/am (u, k).8inam(v,k').cos am(v,k') 
~' î'^in^amCv, kO . J^&m (u,k) * 

De même on aura: 

cos am u.cos am (iv)!^:: sin am u.sîn am (iv). J am u , ^ am (i v) 



cos am (u ± i v) = 



k^sin'^amu.sin^am (iv) 



, ,. 1 . . / ,,sinam(v,kO . ^am(v,k') 

cosam(u, k). : ,— :+:i8mam(u,k). — r-r-.^am (u,kj. 7-7/0 

cosam(v,k) cosam(v,k) cosam(v,k') 

1 + k^sin-am(u,k) . — ^ "T^^^ 

cos'*am(v,k ) 
ou: 

(2) cosam (u db iv, k) ■=-' 

cos am (u,k) . cos am (v, k') :4::î sin am (u , k). -/am (u, k) .sinam (v,k').^am(v,k') 

1 — sin'^am (v, k') . ^"^am (u,k) 
Enfin on aura: 

^am u . //am (iv) hF k ^ sin am u . sin ara(iv).cos um u .cos am (iv) 



^am(uiiv)= 



k^sin^am u . sin-am (iv) 



^^ z/am(v .kO . sinam(v,kO 1 

^am(u,k). , — -qiiik'^sm am(u,k). j~ ^r.cos am(u,k). 



cos am (v, k') cos am (v,k') cos am (v, k') 



1 + k^sm^am (u,k) . — ^ -, — -~ 

cos^am (v, k') 
ou : 

(3) z/am (u ± iv, k) --= 

j/am(u,k).z/am(v,k')eosam(v,kOHFik^sinam(n,k).cosam(u,k).sinamfv,kO 
"" T~— sin^am (v, k').^^ am (u, k) * 

'^l- Si dans les formules (1), (2), (3) du paragraphe précédent on pose 
u = K, V = K', et qu'on remarque que : 
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sin am (K, k) =^ 1, cos am (K, k) ~-= o, ^am (K, k) ^=^ k', 

sîn am (K',k')-- 1, cos am(K',k')-- o, ^am (K',k') -- k, 

on trouvera: 

k 1 ik'k îk' 

( 1 ) sin am (K ± îK') = T~TTT "^ T i <^os am (K=t:iK')==F T~Uï "" ^^ 17' 

z/ara(K±iK')-=o, 
ou les formules (2) du 16, qui par conséquent ont lieu pour toute valeur 
du module k. 

Chapitre quatrième. 

Pmodicité des fonctions elliptiques, 

^^* Si dans les formules du 7 on pose v ^^ K, on aura: sîn am v ^= 1, 
cosam V ^^ o, .^^^ am v ^= k', et par conséquent : i — k^ sin^am u . sin^ am v - 
1 — k'sin'^amu -^ z/^amu, et: 

/i\ • f -UTr^ _i cosam u / _■ Tn 1/ sînamu 

(1) sinam(u±K) =-±^ — -. , cosam {u±K) - ii= k . -^ , 

Jr am u /J 'dmu 

k' 

//am{u±K) -= ;, . 

z/amu 



Si 1 on pose ici u zb K au lieu de u, on aura : 



r _-i_ rT^^ _u cosam(u±K) 

sm am (u dt 2K) = ± -^^ ; — -r~r— -= — sin am u, 

^ am (u it KJ 

/o\ ) / _4-rtTrx ,,sinam(u±K) 

(2) <cosam(u3z2K)^ ^^iik .-7 ; — , ^^^ -^ — cosamu, 

^ ^ am (u :±: Kj 

k' 

z/am (u ± 2K) — ~-, 7~znr^, - ^ am u, 

z/am (u =!:: Kj 

et si l'on pose successivement de nouveau u db 2K au lieu de u, on aura 

en général: 

(3) sin am (u -|- 2nK) -^= (— 1)". sin amu, cosam (u -f- 2nK)—^( -1)". cosamu, 

Jsim (u + 2nK) ^^- z/am u, 
où n désigne un nombre entier quelconque positif ou négatif. 

Si dans les formules du 7 on pose v ^^ K -f iKV on aura: siruim v 
-— , cosam V ■=-= — r, ^amv =^0, par conséquent: 
1 — k^sin^ am u .sin^amv = 1 ~ sin*-am u ^^ cos'^am u, et: 

(4) sinam(u±(K+iK'))--^±-i-^^^-^^^cosam(^^ ^ , 

k cos am u k co.'J hiii u 

^am (u ± (K + iK'j) - ± ik'. ''" "*" " 



cos am u 

Si Ton pose ici u =f K au lieu de u, on aura en ayant égard aux 
formules (1): 



sîn am (u ± ÎK'} = db 



(5) / cos am (u i iK') = — 
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1 ^ am (u=fK) 



k cos am (u =F K) 

ik^ 1 

k cos am (u ^K) 



k 


• 


sin ani u' 


=F 


• 

1 
k 


^ am u 


sin am u 



^ am (u di iKO =- db ik'. ; — —=r -- =f » • ". • 

cos am (u ^p K) sm am u 

Si Ton pose ici u db iK' au lieu de u, on aura: 

sin am (u di 2îK') = - . -; ; — . .„.. ^^ sin am u, 

k smam(u±iK} 

fa\ r ( -i- o-iTA -r- ^ /iamfuiiiK') 

(6) -(cos am(u± 2iK) =^ ^ — .-; — y---.: ^ — cos am u, 

k sm am (u±iK ) 

> / I ^.x^/x . cosamfudb iK') ^ 

z/ am (u db 2iK') -- ::f i . 7-77. i?7. ^ — ^ am «, 

sm am (u ± iK ) 

et si Ton pose successivement de nouveau u db 2iK' au lieu de u, on 

aura en général : 

(7) sinam (u + 2miK') - sin am u, cos am (u-|- 2mîK') -- (- l)'".cosamu, 

^am (u + 2m iK') -= (— l)"-i/amu, 
où m désigne un nombre entier quelconque positif ou négatif. 

Si dans ces formules on pose u -j- 2n K au Heu de u, on trouvera en- 
fin en ayant égard aux formules (3) les formules plus générales: 
isin am (u -f- 2nK + 2miK') = (— 1)" sin am u, 
cos am (u + 2nK + 2miK') -= (~ D^+^cos am u, 
^am(u-f 2nK+ 2miK') — (- l)'"-j/amu. 

Il résulte de ces formules que les fonctions elliptiques sont des fonc- 
tions doublement périodiques. Les indices de périodicité sont pour la pre- 
mière fonction, sin am u : 4K et 2iK'; pour la seconde fonction, cos amu: 
4K et 4iK'; pour la troisième fonction, -/amu: 2K et 4iK'. 

Les valeurs numériques des trois fonctions sont doublement périodiques 
avec les indices 2K et 2iK'. 

Suivant 17 la partie réelle du rapport z^, est toujours plus grande que 
zéro ; donc le rapport des deux indices, 2K et 2iK', sera toujours une quan- 
tité imaginaire. Les valeurs de Tune des périodes ne peuvent donc jamais 
coïncider avec celles de Pautre, ou la périodicité sera toujours double. 

'/CO. On peut facilement déduire la double périodicité des fonctions ellip- 
tiques directement de leurs définitions. En effet elle dépend des valeurs 
multiples qu'acquiert l'intégrale elliptique selon la route que suit la va- 
riable indépendante depuis zéro jusqu'à la limite supérieure de l'intégrale, et 
du signe qu'on donne pendant la marche de la variable aux radicaux du 
dénominateur. Dans le calcul d'une intégrale définie, dont la dérivée peut 
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avoir plusieurs valeurs différentes, il faut toujours maintenir la conti- 
nuité de ces valeurs de manière que, si Ton a commencé par une quelcon- 
que de ces valeurs, on la suit jusqu'à ce qu'on arrive à une valeur de la 
variable indépendante, pour laquelle les valeurs doubles ou multiples de la 
dérivée coïncident. A ce point on est à liberté de choisir Tune ou l'autre de 
ces valeurs, ce qu'en général donne des valeurs différentes à l'intégrale. 
Ainsi dans l'intégrale elliptique: 

/ Fr^IVFî^Tv' '*'J«"^ée::pFf::::p-/.j3|tï« a deux valeurs dif- 

férentes, l'une positive et l'autre négative, qui coïncident pour x = ± 1, 

et X = ± 1-. 

k 

A ces limites on peut donc changer le signe du 'radical: |/1— x^ 
ou de |/ 1 — k*^x^, et l'intégrale aura des valeurs différentes suivant qu'en 
passant par les valeurs X ==± 1, ou X =^ ± -^ on change une ou plusieurs fois 
le signe des radicaux. On remarque ici, que nous avons supposé, que pour 
la limite inférieure de l'intégration, x — o, les radicaux commencent toujours 
par la valeur positive -[- 1. Désignons maintenant par u la valeur de l'in- 

C— _ ^^ r^dx 

tégrale définie ,j ■m/7~6^/' -, i ^ a ^^ / — ' ^^ ^ varie d'une manière 

quelconque depuis o jusqu'à x, où les radicaux y =^ |/^1— x^etz=|/^l — k^x^, 
qui tous les deux commencent par les valeurs positives 4' 1' changent 
leurs signes un nombre quelconque de fois, et où l'on désignera par 
+ 1/ f^^ et + J/'^i^^k^x^ les valeurs qu'ils auront à la fin de l'intégraàon. 

» 

On aura alors : 

(1) X ^ sinam u, y ^^ -f- \^l — x^ — cosamu, z ^=-f-|/^l — k^x^=^amu. 
Que V soit la valeur de la même intégrale, dans laquelle x en commen- 
çant par la valeur x = o passe de là à la valeur x = -f" 1, puis retourne 
de là â la valeur x ^^ o, puis de là à la valeur x; qu'on suppose que pen- 
dant la première partie de l'intégration, depuis x ^^ o jusqu'à x =^ -f- 1, les 
radicaux y = [/ 1 — 3? et z ^= ]/ ï— k^x* ne changent pas leurs signes, et 
que z -^l/ï^k^x^ pour x — - + 1 ^^it la valeur: + k'; que de plus on 
suppose qu'à cette limite le radical y -■= |/l — x* change le signe, tandisque 
l'autre radical z = |/i— k*x* continue de garder le même signe, enfin que 
pendant la dernière partie de l'intégration depuis x =^ o jusqu'à x = x, la 
variable indépendante x varie de la même manière que dans l'intégrale u et 
que le radical y -=|/ï^x^ ait'le signe contraire, et le radical z==|/l— kV 
le même signe que dans l'intégrale u. Alors on aura: 



/• 
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dx , r® dx r^ dx 



J — y . 4 z J — y . 



+ y.-fz J — y.4z 

dx ' r^ dx /•* dx 



/^ dx ' /*<^ dx r^ 

+y. + z J +J. + Z J +y.-f-z 

1 o 

+ y7+z + j +7.Tz""j - 



2K — u, 



+ y*+z J +y. + z J +y. + z 
000 

et de plus: 

X = sin am V, — y = — )/ 1— x* = cos am v, -{- z =-^ -f- ]/ 1— k^x'* ^=^am v. 

En comparant ces équations av«c les équations précédentes (1) et en 
substituant la valeur: v ^== 2K — u, on aura: 

sin ani(2K-u)=8Înamu, cosam(2K-u)^^ -cosamu, _yam(2K-u)=_/amu. 

Si Ton change ici le signe de l'argument u, et si Ton substitue u — 2K 
au lieu de u, on aura les formules (2) du 22: 

(2) 8inam{udb2K)= -sinamu,cosam(u±2K)^=-co8am u, Am(ui2K) ^=--:/amu, 
lesquelles formules représentent la première périodicité des fonctions elliptiques. 

De même sî Ton désigne par v la valeur de Tintégrale elliptique, dans 
laquelle la variable x passe de la valeur x ^= jusqu'à la valeur x = -|- 1 ^ 
que dans cet intervalle de l'intégration les radicaux y =^ |/ 1— x^ et 
z = |/l- k*xS qui commencent par les valeurs positives -f- 1, ne changent pas 
les signes, et que le radical z finît pour x ^^ 1 par la valeur -f- k', qu'à 
cette limite, pour laquelle y = V^l— x* = o, on change le signe de ce ra- 
dical et fasse passer la variable x depuis la valeur x = -f- 1 à la valeur 
X = -|- -, sans que dans cet intervalle les radicaux y et z changent de 
signes, qu'à la limite x =^ -j- —, pour laquelle z -~ ]/l— kV = o, on change 
le signe de ce radical, qu'on retourne de là depuis x == -j- ^^'^ ^==-' o sans 
changer les signes des radicaux qui alors pour x = o auront la valeur : — 1, 
qu'enfin on fasse passer la variable depuis x ^-^ o jusqu'à x === x de la même 
manière que dans l'intégrale u et que les radicaux y et z aient tous les deux 
les signes opposés à ceux qu'ils auraient dans l'intégrale u; alors on aura: 

dx 

+ y.+z J — y.4- 



/* dx , ri- dx 1 r° ^^ I f 

+ y.+z J — y.-fz J -y. — z J 



/^ dx __ pl dx , /*° dx , /*' 

4-y.+z"" j'+TT+^ + J +7:+^ + j 

1 _1_ 

k 

/* dx ri. dx __ /*— ^^ I f 

^j. + z, J +y.+z J +y- + z J 



y- z 


dx 


+ y-+z 


^ dx 



+ y- + z J +y. + z 
1 
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J 4~y. + z J +y. + z J +y. + z 



-- 2 K — 2(K db iK'j + u = ii^if 2iK', 

où le signe supérieur aura lieu, si pour x -= — on suppose y -= \/i-~x^ 

ik' . . . . 1 ik' 

= — Yî ^® signe inférieur, si pour x ^= — on suppose y ^^ "h y* 

De plus on aura: 
X = sinam V, — y =^ ■— "J/ 1 — x^^^ cosamv, — z = ^-j/^l— k^x^ =//amv. 
En cono parant ces équations avec les équations précédentes (1) .et en sub- 
stituant la valeur: v -^ u =p 2iK', on trouvera les formules (6) du SS: 
(3) sin am (u db 2iK') = sin am u, cos am (u ± 2i K') = — cos amu, 
/Jsim (u ± 2iK') "-— — z/amu, lesquelles formules représentent la seconde pério- 
dicité des fonctions elliptiques. • 

Enfin si Ton désigne par v la valeur de l'intégrale elliptique, dans 
laquelle la variable y passe de la valeur x = o à la valeur x = -f- ttiQuô 

dans cet intervalle les radicaux y et z ne changent pas de signes, et que 

1 

pour X = 1 on ait z = -f- k', qu'à la limite x =^ — , pour laquelle z = 

Kl— k*x* =^ o, on change le signe de ce radical, qu'on retourne de là depuis 
X = + Y jusqu'à X ^== o sans changer les signes des radicaux, qu'enfin on 
fasse passer la variable depuis x ^— o jusqu'à x -= x de la même manière que 
dans l'intégrale u, et que le radical y ait le même signe, le radical z le 
signe opposé à celui, qu'il aurait dans l'intégrale u; alors on aura: 

/JL dx /»•* dx , /»* dx _ 

-l-y.-fz ■ J H-y.— z J H-y. — z 



1 dx /*° dx /** dx 

=- I k 



/l dx /*° dx r 

+ y.H-z J +y.H-z J 



+ y.H-z J +y.H-z J +y.4-z 



/l dx rL dx r^ dx _ 

-l-y.+z J ' + y.+ z J +y;+z 



-= 2 (K dz iK') — u, 

où le signe supérieur aura lieu, si pour x ==^ - - on suppose y -^ — -j~, le sig- 

1 ik' 

ne inférieur, si pour x -^ -. o" suppose y -^ -{- i. • 

De plus on aura: 

x -= sin am v, + y =^ + |/^1 - x'^ ^ cos am v, — z ^- -- 1/^1 — k^x^=^amv. 

En comparant ces équations avec les équations précédentes (1) et en substituant 

la valeur: v ^= 2''K ± iK'j — u, on aura: 

sinam (2K i 2iK' — u) = sin am u, cos am (2K db 2iK' — u) = cos am u, 

J am (2K db 2iK' — u) = - ^ am u. 
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Si l'on change ici le signe de Targuraent u, on aura: 
(4) sin am (u -|- 2K db 2iK')= — sin am u, cos am (u + 2K ± 2iK') = cos am u, 

J am (u -f 2K ± 2iK') -= — z/ am u. 

Si Ton avait changé le signe du radical y = |/ 1 — x^ à la limite 
X =^ — 1, ou le signe du radical z =|/l — k^x^ à la limite x =^ — j-, 
on aurait eu les mêmes formules avec les signes contraires de K et de K'. 

^^* Des formules (8) du 22 et (1) du 18 on tire les valeurs différentes 
de Targument n, dont les fonctions elliptiques ont la même valeur numérique 
avec le même signe ou avec le signe contraire, En effet en ayant égard 
aux formules (1) du 18^ sin am ( — u) ^= — sin am u, cos am (— u) ^= cosamu, 
^am ( — u) =^ -^ am u, on peut mettre les formules (8) du 22 sous la forme 
plus générale: 

sin am (2nK -}- 2m iK' ± u) ^^ i (— 1)" sin am u, 
(1) cosam(2nK-f 2miK'itu) -- (— 1 )"-*"" cosamu, 

J am (2nK + 2m iK' ± u) --= (~ l)™^am u. 

Si dans la première de ces équations n est un nombre pair, le membre 
droit de Téquation aura le même signe que u dans l'argument du membre 
gauche de l'équation, si n est un nombre impair, il aura le signe contraire. 
Si dans la seconde équation n -{- m est un nombre pair, le membre droit de 
cette équation deviendra toujours : •+" cosamu; si n + m est un nombre 
impair, il deviendra: — cos am u. Enfin si dans la troisième équation m est un 
nombre pair, le membre droit de cette équation deviendra: -\- ^amu; si 
m est un nombre impair il deviendra : — ^ am u. 

Tous ces cas sont exprimés, par les équations suivantes: 

sin am (2nK + 2miK' -f- (— l)"u) ^^ + sin am u, 
sin am (2nK -f- 2miK' — ( — l)"u) = — sinamu, 

cos am (2(2n {- m) K -f- 2mîK' db u) ^^ -|- cos am u, 

f2) ^ 

C03am(2(2n-|-m-|-l)K-|-2miK'dbu) ^= —cosamu, 

J am (2n K -|- 4m iK' ± u ) -= *+ ^ a™ "î 

z/am(2nK + 2(2m-|-l)iK'±u) -= — z/ am u, 

où n et m sont des nombres entiers quelconques. On aura donc les solutions 

suivantes : 

sin am V ^^ sin am u, v ^= 2n K -f- 2m i K' -\- ( — l)" u, 

sin ara v = - sin am u, v ^= 2nK -f- 2m i K' — ( — 1 }" u, 

Icosam V ^= cos am u, v = 2(2 n -|- m) K -|- 2raiK'iu, 

^jCosamv =- cosamu, v = 2(2n + m4-l)K-j-2miK'=bu, 

z/ am V => z/ am u, v'= 2n K -f- 4m i K' db u, 

zi am V == -ziam u, v = 2n K -f 2 (2m + l)iK' ± u. 
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Or ces solutions sont les plus générales qu'on peut avoir, ou elles donnent 
toutes les valeurs de v, qui satisfont aux équations correspondantes. 

En effet dans le paragraphe précédent nous avons trouvé que si l'on 
désigne par u une quelconque, des valeurs de l'intégrale elliptique, en chan- 
geant le signe du radical ]/ 1 — x^ aux limites x ^= ± 1, et le signe du 
radical y 1— k^x^ aux limites x = ± --, on aura les valeurs nouvelles 
de la même intégrale elliptique: v = ± 2K u, v -= du 2iK' -f~ "i 

V ^=' i 2K db 2iK' — u, où les deux signes 'doubles db sont indépendants 
Pun de l'autre. Si l'on répète ces changements de signes un nombre quel- 
conque de fois, on aura l'expression la plus générale des valeurs multiples 
de l'intégrale elliptique v ^= 2n K -|- 2miK' -j- ( — l)"u, où n et m désignent 
des nombres entiers quelconques. 

Il suit de là que, si sin am v -=■- sinarou, on aura nécessairement: 

V - 2nK+ 2miK' + (- l)»u. 

Si Ton change ici le signe de u, on trouve que si sin amv — — sinamu, 
on aura: v -- 2nK -f 2miK' — ( l)"u. 

De là il suit qu'à l'équation: sin ^ amv - sin^ am u, donc aussi aux 
équations: cos^amv =-— cos^amu et ^'- am v - - ^^ am u, correspondent les 
valeurs: v -^ 2nK -]- 2m iK' =fc u. 

De là on trouve enfin les équations précédentes (2) en ayant égard 
aux équations (8) du 23- 

^^» Pour trouver tous les arguments pour lesquels les fonctions elliptiques 
disparaissent ou deviennent infinies, il faut seulement en connaître un; les 
équations du paragraphe précédent donneront alors tous les autres. 

Or on a: sinam(Oj = 0, cosam (K) =- 0, J am (K -\- iK'J = 0, donc 
en vertu des équations du paragraphe précédent les arguments qui satisfont 
aux équations suivantes seront tous de la forme ci-jointe: 

sin ara V = o, v -- 2n K -\- 2m iK' 
(1) cosarav -- o, v*-= (2n+ 1)K+ 2miK' 

z/amv--o, V — (2n+ 1)K+ (2m + l)iK'. 
Si dans les équations (5) du 32 on pose u = o, on trouvera : 
sin am (i K') ^= CX), cos am (iK') = oo, z/ am (i K') = oo. Donc si l'on 
substitue dans les formules du paragraphe précédent u ^-^ iK', on trouvera 
que les arguments qui satisfont aux équations: 

sin am v = oo, cos am v = cX), z/ am v ~ oo, 
sont tous de la forme: 

(2) V ---= 2n K -f C2m -f l)iK'. 
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Chapitre cinquième. 

Fonctions elliptiques des multiples de Cargument, 

2Gt. Des formules des paragraphes 7 et 10 sur les fonctions elliptiques 
d'une somme de deux arguments on déduit les formules des fonctions de 
multiples d'arguments, sin am (pu), cos am (pu), ^:/am (pu), où p est un 
nombre entier, en fonctions de sin am u, cosamu, et z/ am u. 
Si dans les formules (7), (8) et (9) du 10; 

. . sin^amu — sin^amv 

sinam (u + vj . smam (u — v) = ^ , o . » r-s 1 

1-k- sm^ amu.sm^amv 

-(^^amu.z/^amv k'^) 
cos am (u + v) . cos am (u - v) - i-^^sin^amu. sin^am^v^ 

.,,.., ^ k'^+k^cos^amu.cos^amv 

^&m ( u + v) . z/am (u — v) = — — ,«..>> —» , 

1 - k'^sm^'arau .sm^am V 

on pose (p -|- 1) u au lieu de u et pu au lieu de v, on aura (2p -{- 1) u au 

lieu de u -f ' v et u au lieu de u - - v, et on aura donc les formules : 

/ro I 1 ^ ^ • ^^"^ ^"™ (^P + l) u)-~sin^am(pu) 

sm am C(2p + 1 )u) . sm am u -= , ^ . „ 77 — r~W\ — ^"â T ~T^ 

1 -- k-* sm^ am ((p -}- Du) . sm^ am (pu) 

^2(z/2am((p4- l)u).//-^am(pu) - k'^) 

^cosam((2p + l)u).cosamu=--=— — . » . » — — , ^, . — r-z 7 c, 

I ^ t- I 1— k^8in^am((p + l)u).sm^am (pu) 

r ^ /.o I 1^ ^■ ./ k'*- +k^cos2am((p+l)u). cos*am(pu) 

( J am ((2p + l)u) . z/ am u =- . ^ . ^ n j^ ^\ \ -2 7 v 

1 — k-^sm^ am C(p+ l)u). sm^amCpuj 

Si dans les formules (1) du 7 on pose pu au lieu de u et v, ou dans 

les formules (1), (2) et (3) du U pu au lieu de u, on aura les formules: 

^ . rc^ \ 2 sin am (pu) . cos am (pu) . ^ am (pu) 

sm am (2pu} --= .0.4 : — ^ , 

1 — k''sm*am(pu) 

,^. 1 ._ . cos^am(pu) — sin^am(pu).z/*am(pu) 

(2) / cos am (2pu) =- . g . ^ — ; , 

\ 1 — k^sm*am(pu) 

. ._ . ^■-am(pu)-k^8in^am(pu).cos^am(pu) 

z/ am (2pu) -= ^ ,2.4 . — V ^-' 

1 — k^sm*am(pu) 

Si dans ces six formules on pose maintenant successivement p == 1, 
^^2, =3, . . . .et qu'on substitue les valeurs ainsi trouvées, on aura 
successivement les fonctions elliptiques des arguments 2u, 3u, 411, . . . ex- 
primées en fractions rationelles de sinamu, cosamu et ^r/amu. 

D'abord il résulte immédiatement des formules précédentes que les déno- 
minateurs des trois fractions rationelles par lesquelles les trois fonctions 
elliptiques: sinam (pu), cosam(pu) et ^am (pu) sont exprimées en fractions 
rationelles de sin am u. cos am u et /:/ am u, seront toujours les mêmes. On 
peut donc supposer: 



(1) 
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P P' P" 

sinamrpu) "== -;— , cosam (pu) == -^, J am (pu) ^ - -, 

Hf Hp Qp 

où Pp, P'p, P"p, Qp sont des fonctions entières de x -^= sinamu, y ^=cosamu, 

z=^ --/amu. En substituant dans les formules (1) et (2) on en tire: 

P2p -f 1 . X Pp^ 1 • Qp — Pp • Qp+1 



Q>p+i Qp+i • Qp — k^ Pp^i . P' 



p 



\ ....... 



/. 



P"»p + i.z ^ k"Qp%i-Qp +k'P'rVi-P7 
Qap+i Qp+i'Qp — k'Pp'^i.Pp 

(A't ?'■''' ^ "Pp.P'p.P p.Qp P^2p^ _ P'p - Qp-Pp-P p P*2p _ P p-Qp -k Pp .P 'p 

Q2p" Qj-k"^p; 'Q'ip^' Q;-k^p; 'q^p"^" Q]~k-'p;" • 

Les fractions du second membre de ces six équations sont réduites à 
leur plus simples expressions. ,En effet si cela n'avait pas lieu, c'est à dire, 
si les numérateurs et dénominateurs avaient un facteur commun, il faudrait 
que les numérateurs et dénominateurs s'évanouissent en même temps. 

Or, en considérant la première des formules (3), il est impossible qu'en 
même temps: 

Pp^- 1 • Qp — Pp • Qp+ 1 '"^ 0-. et Qp^ 1 • Qp — k Pp+i . Pp ^ o. 

En effet de ces équations on trouvera en divisant par Qp^i.QJ: 
sin^am((p-|-l)u) — sin^am(pu) — o, 1 -k^sin^am ((p-|"l)u). sin-am (pu) ^- o, 
ou, si l'on fait pour abréger: sinam((p -|- l)u) ^-^ xi, sinam(pu) -^ x-^: 

xî — x| -= 0, 1 - k^xf.xi =^ o, 

1 
desquelles on tire: x^ ^^ x^ = dti — . 

Maintenant on a suivant la formule (2) du 6: 

,, L-. N t' xf — x? Xiy2Z2— X2yiZi 

smamu = smam((p + l)u ~- pu) -^ ^ =: j -^- - , . ., -„— . 

Xiy.2Z2+X2yiZi 1— k^XïX.j 

Ici sinamu ne peut être ni zéro, ni infini, car alors xi ~- sînam ((p-|-l)u) 
et X2 ^= sin am (pu) deviendront suivant 35 aussi ou zéro ou infinies, ce qui 
est contraire à la condition xf ^=^ x| -=- ± —, Donc, puisque dans la pre- 
mière fraction le numérateur, et dans la seconde le dénominateur disparnît, 
il faut que le dénominateur de la première fraction, et le numérateur de la 
seconde disparaissent en même temps, ou qu'on ait simultanément: 
Xiy.iZ^ -\- X2yiZi = o, etxiy2Z2 — x.^yiZi -= o, desquelles on tire: xiy2Z2 ~- o, 
X2yiZi ~- o. Si Ton élève au carré une quelconque de ces deux équations. 

et qu'on y substitue les valeurs: x} =^ xj ^^ ^ r^ desquelles on tire: 

1 

k 

^hhl-^l (lT|)(l=Fk)-o, 



yî = yi = 1 =F T' z? ^ zl = 1 H= k, on aura: 
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équation impossible. Donc on ne peut pas avoir en même temps : x j — x^ ~- o 
et 1 — k^xîxli—o, ou: Pp%iQj~Pj.QpV,-=o,etQpViQÎ-k'P?+i.Pp=o. 

Donc enfin le second membre de la première des équations (3) est 
réduit à sa plus simple forme. 

De même si le second membre de la seconde équation (3) n'était pas 
réduit à sa plus simple forme, il faudrait que pour la même valeur de u le 
numérateur et le dénominateur disparussent, ou qu'on eût en même temps: 

j^(P p+i •P% — k' Qp+i«Qp) = 0, Qp^ui. Qp — k Pp+i . Pp = o. 
De là on trouve en divisant par QJ+i.Qp: 
j^\ (zf zl - k'2) ^ o, 1— k^xîxl-=o, ou: zîz2-k'^ xïx2=^i. 
Maintenant on a suivant la formule (3) du 6: 

cosamu -= cosam((pf l)u- pu) =ry'--= --^ -— ^— =. TTTV 

1 — k-^xfx^ yiy.2 — X1X2Z1Z2 

Ici cos am u ne peut être ni zéro ni infini. Car dans le pre- 
mier cas xî^=sin^am ((p-f-l)u) et Xg ^=.sin^ am (pu) deviennent suivant 
25 l'un égal à zéro, l'autre à Tunité, et Téquation: 1 — k^Xjx| ^- o n'*aura 

pas alors lieu; et dans le second cas zf = -^'^am ((p-f-l)u) et z^ = jJ^ am (pu) 

1 
deviennent l'un infini, Tautre égal à l'unité, et l'équation: ^^ (z?z| -k'^)= o 

1 
n'aura pas alors lieu. Donc des équations : 1 — k^x?x.| ^= o et , ^(zf z^ -k'^) ^^ o 

on déduit les équations: 7172 4" x,X2ZiZ2 ^== o et Jij^ — xtX2Z|Z2 ^= o, et de là: 

7172 = O1 X1X2Z1Z2 = o. Si l'on élève la dernière formule au carré et qu'on 

1 11 

7 substitue les valeurs: x5x| ^= r^, z^z^ =k'^, on aura: , ^ . k'^= -.j(l-k*)^o, 

1 
équation impossible. Donc on ne peut pas avoir en même temps -^(ziz|-k'^)^^ o 

et 1 — k^x?x3 == o, ou: ~ (P%Vi . P^^ — k'^ QpVt . QJ) - o, et 
Qp+i.Qp-k^PpVi.P; = o. 

De même Sf le second membre de la troisième équation (3) n'était pas 
réduit à sa plus simple forme, il faudrait que pour la même valeur de u le 
numérateur et le dénominateur disparussent, ou qu'on eût en même temps 

k"'Qp%i.Q? + k»P'?, , . P« --- o, Qp%,.Qp' -k%%,. PJ-= o. 

De là on trouve en divisant par Qp.Qp^.!: 

k"»+kVîyi = o, i-k'^xUl =0, ou: yî yl = - -^, X? x| - p. 

Maintenant on a suivant la formule (4) du 6: 

Ici ^amu ne peut pas être ni zéro ni infini. Car dans le premier 

cas xf ^sin^am ((p + l)u) et x? ^^ sin^ am (pu) deviennent suivant 25 

1 v 

l'un zéro, l'autre égal à - ^, et l'équation 1 — k^xfx^ = o n'aura pas alors 

4 
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lieu; et dans le second cas yf ^^ cos* am ((p 4" D^i) et 71=» cos* am (pu) 
deviennent Tun égal à^Tunité, Vautre infini, et l'équation k'^+k^yîy|-~ o 
n aura pas alors lieu. Donc des équations : 1 - k^xfxl = o, et k'^-j-^^^jîyl^^^ ^^ 
on déduit les équations: ZiZ^ + ^^^i^27iy*i''^ ^î et z^z^ — k^XjXayiya^^ o, 

et de là: ZiZ2=o, XiX2yiy2 '=^ o. Si Ton élève la dernière de ces équa- 

1 k'* 

tions au carré, et qu'on y substitue les valeurs: xjx^ ^= ^, yîy| "~* — ^2 

on aura:— jTi "== "Tï"" = ^i équation impossible. Donc on ne peut pas 
avoir en même temps: k'^ + k^yfyj ^= o, et 1 — k^x^x^ = o, ou: 
k'^Qp%i.Qp+k^P'pV.P'p'=o, et Q,%i.Q?-k*Pp%,.P2- o. 

Considérons maintenant le second membre de la première des équa- 
tions (4). S'il n'était pas réduit à sa plus simple forme, il faudrait que pour 
la même valeur de u on eût: 

Pp.PVP''p.Qp =0, Q;— k^Pj ---o, 
et de là en divisant par Qp: 

sinam (pu) . cosam(pu) . ^am (pu) -^ o, 1 — k^sin^am (pu) — o. 

La dernière de ces équations donne : sin* am (pu) ^=^ ± , et de là 

1 
co8^am(pu)^= lir:—, z/^am (pu) == 1 ^rk. Ces valeurs substituées dans 

11 
la première équation élevée au carré donneront: ±--(lqp , )(l =Fk)-^- o, 

équation impossible. Donc le second membre de la première des équations 

(4) est réduit à sa plus simple forme. 

Considérons la seconde de ces équations. Si son second membre n'était 

pas réduit à sa plus simple forme, il faudrait qu'on eût pour une même valeur 

de u: P'p\ Qp^ — P; . P%% et QJ— k^P; = o, 

et de là en divisant par Qp: 

cos^am (pu) — sin^am (pu) . ^^am (pu) => o, 1 — k^sin^am (pu) ^ o. 

La dernière de ces équations donne: sîn^am (pu) ~- — \i et <îe là: 

1 
cos^am(pu)=l=pv:, ^*am (pu)^=l=f=k. Ces valeurs substituées dans la pre- 

11 1 

mière équation donneront: 1=Fy ^k ^^ ^^) "^ 2(l=f: y) -^ o, équa- 
tion impossible. Donc le second membre de la seconde des équations (4) 
est réduit à sa plus simple forme. 

Considérons enân la dernière de ces équations. Si son second membre 
n'était pas réduit à sa plus simple forme, il faudrait que pour une même 
valeur de u on eût: 

p-j. Q*p - k« Pî . p'p^ = o, q; - k^ p; -= 0, 

et de là en divisant par Qp: 

J^SLin (pu) — k^sin^am (pu) . cos^am (pu) = o, 1 - k^sin^am (pu) -^ o. 
La dernière de ces équations donne: sin^am (pu) = =t — , et de là: 
cos^am (pu) ^= 1 zp - -, /i/^am (pu) ^= 1 =}= k. Ces valeurs substituées dans 



(6) 
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1 ' 1 
la première équation donneront: 1 q= k=p k^. — (1 =p ) ^=^2(1 =î= k) ^- o, 

équation impossible. 

Donc les seconds membres des équations (3) et (4) sont tous réduits 
à leurs plus simples formes. 

De là il suit que les numérateurs et les dénominateurs de ces équa- 
tions sont égaux entre eux, ou qu'on a: 

P2p4.1. X ^= Pp^i. Qp.— - Pp. Qp+l, 

PV-^ ^- k'* Qp%i- Qp + k^P'p+i. P'pS 
Q2p+i - Qp%i. Qp* - k^ Pp%, . p^ 

P2p = 2Pp. P p P p. Qp, 

P/ -p/a f\2 pa p«« 
2p ~ "^ p* ^p ■■^p» -t p. 

p-2p = p%^ q;- k^ Pp\ F'i, 

Q2p - q;— k^ p j. 

En commençant par les formules: 
P,^- X = sin am u, P'i^^ 7 ^ cos am u, P"j-- z — ^am u, Qi= 1, 
on trouvera de ces équations successivement: P2,P'5,P"2îQ»2iP3iP'3^P"3îQ3v 
Pa = 2xyz; 

F^ == y2.-xM= l-~2x^+ k?^x*=-k'"^+2k'V+kV== k«(-k'^ + z*); 
P'2— z2-k^xV--= l-2k^x24-k^x*-k'^f kV-^ ïi(k''''-2k'VM-z*); 
Q2 = 1- k2x4__k/2^. 2kV— kV-= ^2 (— k''^+ 2z*'^- z^); 
P3 -= x(3 — 4(1 + k^)x*+ ek^x* - k*x») ; 
P'^3= y(~3k'*+4k'2(l - 2k«)y2+6k'-^kV + kV); 
P"3-= -^4(--3k'*+4k'2(2-k2)z2~ 6k'2zM-z^); 
Q3 = 1 — 6k^x^+ 4k2(l + k2.)x«- 3k*x8 = 

=- k'*-h 6k'2k2y4+ 4k*y«— 3k*y» -= 

= ^iCk'*- 6k'2z4+ 4(2 — k^)z«- 3z8); 

P4 -=4xyz (1— 2(l+k2)x^+5k2x*-5k*x8+2k*(l + k«)xi«-k«x^*); 

P'^ .-= k'« ~8k' V+4k'®(2-7k2)y4+8k'*k2(3.7k2)y«-|-2k'2k*(27-35k^)yS— 
— 8k'^k*(3 - 7k*)yi ^4- 4k'^k4(2 - 7k^)yï *+ 8k'^k«y ' *+ kV ' ^ 
P"^-- ^é(k's— 8k'8z2+4k'«(7-2k*)z*-8k'*(7-3k^)z«-+2k'2(35-27k^)z»- 
— 8k'2(7~3k^)z^« Mk'2(7-2k^)z>^-8k'2z^4+z^«); 
Q^ ^. l-20k2x4+32k2(l + k2)x«-2k*(8+29k*+8k*)x8+32k4(l+k^)x'<> — 
-20k«xi2+k»x'«-k'8+8k'«kV-4k'*k2(5-7k^)y*+8k'*k«(4-7k^)y«- 
-2k'*k^(8-.35k2)y8-8k'M4-7k^)yi^-4k«(5-7k*)y^2-8k8y»*+k»yi«= 
::_. ^_ (k'8-8k'V+4k'4(7-5kV"~8k'*(7-4k2)zM-2k'4(85- 8k*^)z8- 

— 8k'2(7~4k2)zio4- 4(7 -5k^)zi2_ 8zi«+ z^^; . . . , 

4* 
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^ • • On peut des formules (5) et (6) du- paragraphe précédent déduire 
les propriétés des fonctions P„, P'„, P"ni Qn- 
D'abord on en déduit que: 

P P' P" 

"^2?+!. ''2p+l/^ 2p+l ^to 



sont des fonctions entières et paires de x, de y et de z du degré: 
C2p + 1)'-*— 1 -= 4p^+ 4p; que: 

P'2p, P"2p et Q2p 

sont des fonctions entières et paires de x, de y et de z du degré: (2p)^=^ 4p^; 

enfin que: Pap 

xyz 

est une fonction entière et paire de x, de y et de z du degré : (2p)^- 4 ^= 4p^- 4. 

En eô'et, si cela a lieu pour les indices p et p -j- 1? il suit des for- 
mules (5) et (6J qu'il aura encore lieu pour les indices 2p -f 1 et 2p. 

Ainsi, si p est un nombre pair, donc p 4~ ^ impair, Pp+i sera une 
fonction impaire de x du degré: (p -j- 1)^, donc Pp^i une fonction paire du 
degré: 2(p -f-'l)^ = 2p^-|- 4p -}- 2; Qp sera une fonction paire du degré p^, 
donc Qp une fonction paire du degré 2p^, et Pp^i . Qp une fonction paire du 
degré: 4p^-j- 4p -{- 2. De plus Pp sera une fonction paire de x du degré: 
2(p^— - 4) -{-. 6 = 2p^— 2, Qp^i une fonction paire du degré: (p + 1)^ — 1=^ 
= p^-{- 2p, donc Qp4.i une fonction paire du degré 2p'- -f- 4p, et Pp . QJ+i 

une fonction paire du degré: 4p^-j~ ^P "~ 2. Donc P^p+i.x sera une fonc- 

P 

tion paire du degré 4p^-|- 4p -f" 2, donc enfin _?^Pt* une fonction paire du 

degré 4p^+ 4p = (2p + 1)^— 1. 

Si p est un nombre impair, p -f- 1 sera un nombre pair. Alors Pp^i 
sera une fonction paire du degré : 2 ((p -{- 1)^ — 4) 4" 6 = ^p'^-f- 4p ; Qp sera 
une fonction paire du degré p^ — 1, donc Qp une fonction paire du degré 
2p^ — 2, et Pp4:i.QpUne fonction paire du degré: 4p*'^-f~ 4p — 2. De plus 
Pp sera une fonction impaire de x du degré p^, donc Pp une fonction paire 
du degré 2p^ ; Qp+i sera une fonction paire du degré (p + 1)'^, donc Qji^i 

une fonction paire du degré 2(p + 1)"= 2p^-j- 4p+2, etPJ. Qj^i une fonc- 

P« 
tion paire du degré: 4p^+ 4p + 2. Donc enfin — ^^ sera une fonction paire 

du degré 4p^+ 4p == (2p + 1)^ — 1- Et ainsi de suite. 

Maintenant les théorèmes ci-dessus ont lieu pour les indices 1 et 2, 

donc ils auront lieu pour les indices 3 et 4; puisque ils ont lieu pour les 

indices 2 et 3, ils auront encore lieu pour les indices 4 et 5; puisque ils 

ont lieu pour les indices 3 et 4, ils auront encore lieu pour les indices 6 et 

7, et ainsi de suite pour tontes les valeurs de Tindice. 
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On a donc pour les indices impairs: 

(1) sinam((2p + l)u)-= — --^i7 ; cosam ((2p4- l)u) -= --— '^ ^ -; 

^ am ((2p + l)u) -- -,/-^. .^v ; 

/2p+i(z^) 

où ^l2p,i(x2), i^2p^i(y^), i^'2p,i(z^), /2p,i(x^), /2p+i(7'), /'2p,i(z^) sont des 
fobctions entières et paires de x, y, z du degré (2p + 1)^ — 1, et/2p4.i(x''*J=^ 

Pour les indices pairs on a : 

(2) 8.n am (2pu)-^-^-^- ; cos am (2pu)=^,,-(y:, j ; -Vam(2pu)=-^-^^.,^, 

où i^2p(x«), Pifiy^), F%(z''), /2p(x*), /2p(y«J, fni:^^) sont des fonctions 
entières et paires de x, y, z, la première du degré (2p)* — 4, les autres du 
degré (2p)«, et /2p{x«) -=/2p(y^) '-^fi.iz''). 

Pes équations (5) et (6) du 26 on déduit immédiatement que le second 
terme du dénominateur commun des trois fonctions elliptiques, Q, exprimé 
en fonction de x^, c'est à dire le terme de /2p+i(x*^) et /2p(x*'*) qui devrait 
contenir x^, disparaîtra toujours. En effet, puisque Pp^i . Pp et Pp sont tou- 
jours divisibles par x*, si ce terme manque dans Qp et Q.p^i, il manquera 
aussi dans Q2P4.1 et Qop. Maintenant on a Qi ^— 1 et Q^ '~ ^ — k'-^x*, 
où le terme x*-^ ne se trouve pas, donc les fonctions Q ne contiendront ja- 
mais le terme x^. 

On voit de plus que les coefficients des fonctions FijL^)^ P(y^)^ F^{z'^)^ 
/(x^), /(y^), f'i.z'^) seront toujours des fonctions entières de k^ ou de , g- 

'^S. A Taide des équations (1), (4) et (5) du 22 on peut trouver des 
relations remarquables entre les coefficients des fonctions ii^„(x''^),i'^'n (y ^), ^^"n(z*^), 
/n (x^), /„ (y ^), A (z^). Soit donc : 

Q->P-/2P(X^) =A2p+B2pX^ + C2PXM- . . . +D2pxi2P)^-4+E2pxi*^P)'-2+F2pxi2P)^ = 

-/2p(y2)-A^,p+BVHCWH...+D'2py^2pf-4+E'2pyt2p,^^2+F^,py(2pr^ 
=^--/^p(z2)=A''2p+B-2pzHC''2pz*+...+D%z^2p)M_|.E^^p2ripr-2_|.^ 

-^- . P,p=i^2p(x^) - G2P+ H2pxM-l2pX'*-f . .+L2pxl2P^'-8+M2pxi2P)'^-«-f NopX^^P^-^; 
xyz 

P'2p-i^2p(y*)-G'2p+H'2py'+I'2py*+.d-L'2py'-''''-'+MV-""'-2+N'2py<""'; 

Y%,=F"-2v^i^) -G"2P+H"2PZH l"2pZ*+"+L''2pz'*)'-*4-M''2pZ<2ï)'-2+ N'2|.z'2'"''; 

Q-ip+i ^=/2p+i(x*) = A2p^•l+ Bop^ix*-}- C2p+ix*+ 

. . . + D2p.ix'2''-^^''-'+E2p+ix<-''^-"''-3+F2p.ixt2P+i)--i--= 

=/2Pti(x*) = A'2p.i+ B'2p.,y*+ C'2p+iy*4- .... 

. . . + DV,y(2P+')'-^-|- E'2p„y(2P+i)'-3+F',p„y(2P^'r-i-. 
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^2L+l _ F2,,lix^)^ G2P,1+ H2P+1XM- I2P.1XM' 

. . . + L2p+lx(2P+l)«-54. M2p,lx(2P+n«-3+N2p,lxi2P+l)'-l; 

?l2M_^2pn(y^)-GW+HWyHl'2p.iy^+ 

. . . + L-2p+iz(2P+l)'-5+M-2PUzl2P^U'-3_|.N«2p^lz(2P+l)'-l. 

Si Ton pose maintenant u = m + iK', et sinamM = a?, cosamw-^y, 

z/amw^^^, on a suivant les équations (5) du 32: 

11 1 

X = sîn am u = sin am {u + iK') = 



k * sin am u kœ 

t I 'xTt\ ^ ^amw \z 

y =^ cosamu = cosamCw + iK )^=- t~«~. =^ "7~^ 

k sm am u )lx 

É 4 1 . ^wx . cos am u \y 

z = ^ am u = z/ am (w -f- iK ) = — i . -r = - -^. 

sm am u a: 

En substituant ces valeurs on aura: 

xyzi^2p(x*'^) 

sm am (2pu) = -~r~/ 27" = 

_ xyz(G2 p7t - H2px^+ l2p x^+ . . + L2,>x<2pr-8_^ M2px< 2P)^-6-|- N2px ^^^P)'--^) _ 

A2P+ B2px'^+ C2pX^+ ... 4- D2px(2p)»-4_|.. E2pxl2P)^-24- F2pX^'^P>" "" 

G2p+-^^P , l2l. , j Il2p___J ^-^.2? _. , __N2p 

yZ ^ ^'^ '^kV^k^^*" ^k(2pP-8^(2p)--8 I ]jl2P)'^-6^(2pp.6 ^kl2p)M^l2p)'-4 

~ " k^^^ -i- ^2P ■ C2P ,1 D2P , E2p . IV ~ 

' kV k*.2?* ^(2vf-4^^2vf-4~T" k(2pp-2^(2p>l2'»" ~^{2p)^^(2vf 

2 N2P+M2pk^>2r^+L2pk^^^+..+l2pk(2P)'-8^(2P)'-8+H2pkt2P^6^(2p^ 6j.^^ p],'2p)^^^ ^^ 
"^ '^^^'F2p+E2pk2a?'^+D2pk*^4_^ ..J-C2pk^2P)'-4^t2p)-M_^ B2pkt2P)^-2^(2p)--2^A2pk^2pr^(2p)- 

Mais on a suivant les lois du périodicité des fonctions elliptiques (8) du 22 : 
sin am (2pu) = sin am (2pw + 2piK') =^ sin am (2pw) -^= 

_ ^vMGr2?+ H2p.r^+ I2P^^ +.. . + L 2p^^2pP-84. M2py 2P)'^-6-|-N2p^(2P)M) 
A2p+B2p^^+C2p^*+...+ D2p^^27)M4.E2^^^^^ • 

Puisque ces deux fractions sont irréductibles, ils seront identiques, ce 
qui donne lieu aux relations suivantes: 

^2P_, _ }^2 ?^ . %l ^ _ ^4 ^P. _Ï2P ^ __ j^6 L2p . 

Â2p F2p ' A2p F2p' Âop F2p * ' ' * 



• « • 



^-2P__ j^(2pp.2^^P. ^JP,^_y2p)M ^IP. ]^P.___]^(2p,--6 Ï2P, 
A2P F2p A2p F2p' A2p F2P 

?2P_ 12 ?2P . C2p _^ ,4 D2P ^ 

A2p F2p Aop F2P 

^^t(2P)=' ^2P. 52P__,(2P^2 ?2P. I^2p^.,(2p)M ^2p , 
A2p F2p A2p F2p A2p F2p 



\ 



(1) 
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On pent réduire ces relations aux suivantes: 

(N2p_ _ 1 F2p. M2p 1 Psp L2p L ^• 

)gÏp~" "" k* ■ Â7p' H2P "^ ~ k^ 'Â7p' I2P ~ k« ■A2p' " ' 

)e2p _ J F2P. Dîp _ J_ F2P. fl^Y-^ U2tr 

'b2p k«'Â2p' "C2p k*'A2p' • • • -^^ \aJ " ■ 

De même on trouve: 



sinam((2p + l)u)=^^"-*.^^-'^ = 

_ x(G2p^l+H2p^lx''+l2P,lX*+..+ L2p ^lx""-^"'-^+M2 p.lli^^''^"'-^+N2p .lx'^P^"'- ')_ 
A2p^l+B2p+lX*+C2p+lX*+...+D2p+lxl2''rl)=-5+E2p+lx'2''+"'-3+F2PH.lxl'-î'Tir-l 

^ 1 N^Ptl^M^p^.lkV+L2p^.lk*■r*+..+ H2 p^.lk'»■'^•»'-^■r'^'■^'>'-^+ G^p ^lk'^''^-"'^-'^'2'^^'>''-' 

ki'F2P4.1+E2pt,k-'^*+D2p^lk4a!*+..+B2p+lkl2P'-ir'-3arl2P+lt=-3+A2p+lkl2P+ll'-l^(2p+l^t 

et d'un autre côté des formules (5) et (8) du 22: 

sinani((2p4- Du) =8inam((2p-f l)tt+(2p+-l)iK0-= .-^ TFo-J-TTa "^ 

k sm am ((zp-f-l )tt) 

= i Azp+i +B2 p^i.i;^+C 8p^i.r *+...+ D2P ■ ix'^''^"'-^+E2p^i ^' ^''^"''-»+ F ip yi^'^"^"'-' 
ka?'Gbp4.i+H2p.i.«'«+f2p. ,>+...+ L2p+i.r(2''+»'-^+M2p+ixl-'P+"'-s+N2p+ixl2P+' )'-' ' 

Puisque ces deux fractions sont irréductibles, ils seront identiques, ce qui 

donne lieu aux relations suivantes: 

]%+I ,^ .^2p+'_ M2P+1 _^ 1 F2p+1_ L2P4.I __ 1 F2P4.1 _ 

C2) ^-^^p+i G2P4.i' B2p+i k^'Gop+i' C2P+1 k*'G2p4.i' 

'^■'+i = J- ^2P+1. Djp^._l ^ 1 F2p+l_ ' , /€?P+'V=. t(2P+l)*-l 

H2P+1 k*-G2p,i' I2P+1 k*-G2p+i' • • • ^'nGap.i/ 
On a de plus: 

A2P = lim (Q2p) = lira (QJ— k*Pp*)= lim (Qp^ = A} ; 

x=o , x=o x=o 

Aîp^,= lim (Q2P+,)=lim (Qp%'i.Q?-k«Pp%,.Pp')-= lim (Q*,,.Q?)-=Ap\i.Ap% 

x=o X=ïO x=o 

puisque Pp^ disparaît toujours avec x. De ces équations jointes à la valeur 
initiale Ap = 1, il résulte quon a toujours: A2p = A2p+i^=^ 1. 
De plus on a: 

A2P X'. 



lim f^^pL^')') _ lim ( 8inam(2p u) ) _ o _ 

^=r o V^P^^^) ^ u=o^sin am u . cos am u . . / am u/ 

_ jjj^ / 2p . cos am (2pu) . z/am (2pu) \ _ o 

u=o Vcos'^am u . ^^amu - sin^am u..^'^am u - k^sin'^am u.cos^am u/ 

u ^_ H. (^^^^\ ^ „„ /8in^.n^((2pJ:_l)u)N ^ jj ^ ^p + 1 
fi x=o^/2p+iCx-')/ u='0 ^ smamu / 



Gr2p+l 
A2P, 

et de là: Gjp = 2p, G2p+i= 2p -\-l. 

En substituant ces valeurs des A et des G dans les formules (1) et (2) 

on trouve: 

F22p-=k(2p)«_.k4P»; F%+l-= (2p + l)*k<2P4.1)»-l_ (2p -(- l)2k4P^4p. 
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Il reste maintenant à trouver les signes de F-^p et F2P+1. A cet effet on 
remarque que: 

Or si p est un nombre pair, le degré de Qp sera: 4p^, et celui de 
Pj sera 4p^ — 4; si p est un nombre impair, le degré de QJ sera 4p^ — 4, 
et celui de P,1 sera 4p^. Donc on aura pour des valeurs paires de p: 

; F2P = lin» g;.) = Fp% 

et pour des valeurs impaires de p: 

F2P- Ww (-k^^,) = -k2Np\ 

X = oo \ X / 

Donc F2P sera positif, si p est un nombre pair, négatif, si p est un nombre 
impair. Donc enfin de l'équation (F2p)*^^ k^^'* on tire: F2p ""^^ ( — Ij^.k^'*'. 
De même on a: 

F,p,i^-= lim f Q'M \ lim (^QVi- Qp---d'!PA.i^p_^\ 

X = (» N-'^ / X=QO \ -A. / 

Maintenant, si p est un nombre pair, le degré de QJ^.!. Q? sera: 2((p-f-l)^-l)-t- 
+ 2p2 = 4p^+ 4p, et celui deP^_,.i . P^ sera: 2(p+l)2-f- 2(p2— 4)+6 — 
=^ 4p^ 4" 4p. Si p est un nombre impair le degré de Q^ 1 ,. Qp sera: 
2(p + l)2-f 2Cp2 - l)-4p2+ 4p, et celui de P^ . .p2 sera: 2((p4-l)2-4)+ 
-\- 6 -\- 2p2^= 4p^-[- 4p. Donc on aura toujours: 

Fo . ,= F2 .F2-k2N2 . .N2. lim Z'^-^-) -= F^ . . F^-k^N^ . .N^ -= 

2P+1 P+1 p P+1 p x=ooV X* / P+1 p P+1 p 

=-p+.-.(-''-(P::i)-©')- 

N 
Mais, si p est un nombre pair, on a suivant les équations (l)et(2): --- -- 

1 Gp 1 ^ Np+, Ap+, 1 , *" 

F2P4.1 -=- Fp^.i . Fp n — f rTYy / "" 7^ _l. lyi • •^p+^' ^p* 

Si p est un nombre impair, on a: —''"^ ^^ — ; « • . ^'^' "^ "~ î o • (p 4" !)<» 

Fp+i k^ Ap+i k-' 

Np _ Ap ...±,aonc:F.p..=F^..Fj(l-(P-+A)^)^-?P±l.F,VFJ. 



et 



Fp Gp 



Donc F2p^i sera positif, si p est un nombre pair, négatif, si p est un nombre 

impair. Donc enfin de Téquation: Fîp+i ^=^ (2p -f- l)^,k^^^'^^^ on tire: 
F2p^.,-(— l)P(2p+l).kV+2p. 

Dans le paragraphe précédent nous avons trouvé que le terme de x^ 
dans les fonctions Q doit toujours disparaître; donc on aura: B2p^= o, B^p^-i '~ o. 
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En substituant Ces valeurs des A, B, F, G, dans les équations (1) 

et (2) on trouvera: ' 

( A2p- 1, B,p-^o, E2P-0, F2p-(- l)Pk2p^ G2p -2p; N2p= -(-l)P.2p kV-2; 
(3) 

) ^" = - (- 1 )p k'^p'-''; ^-P =^ - {- l)p k^p'-"; -^-' = (- D' kV-« 

/Aîp,,-- 1, B,p,,- o, Fap.,-- (- 1)P »p + 1) kV+^P; 
) Gïp., = 2p f 1 ; Nip,, - (- 1)P k2pVi|.; ,M,p+, = o; 

] L-^p+' _ r ,u Ic2p'+2p.4 %' _ AZJ)L . . %P V ^ (-l^V 
( Cjp., '"- ^- '^ ^ ' • • • D,p,, " k«V^P-i ' E,p., " k-'PVP-^ • 

De la même manière si l'on pose u = a -j- K -(- iK', en ayant égard 

à la seconde des équations (4) du 22: 

ik' 1 ik' 1 

y ^= C03 am u = cos am (« -|- K -|- iK') =• — ; . — - =^ — --. --- 

k cosamu k y 

on trouvera: 



(4) 



(5) 



H',p ^ ' Vkv 'r,p ^ Vkv ' 



/k \2P-2 D'od /k N^P'-* 



E 2p 

B -jp 
^ A'2p+i- k'^P^+2p. F'2p+i- ( - 1)P (2p + l)k2P^-2p. 

'2p+l - (- 1)P (2p + l)k'2P^+2p. N',p^i ^,k^P'+2P; 



U'2, 

)MVf i __ __ /k \2p*+2p-2 L^2P.H _ A \2p*+2p-4 
^^ Y'2v^ï '" UV ' C'2P+1 " Vk'/ 

I'2P + L ^ A \2p'+2p-4_ HVm _ _ /'k'\2p^+2p.2 
D'ip+l \kV ' E'ip+i. \k) 

Enfin si Ton pose u = w 4" K, en ayant égard à la troisième des équations 

(1) du 22: 

k' ik* 

z = -^ am u -^ ^ am (m 4- K) ^= ;> — = — 

-/ am II z 

on trouvera: 



(7) 



1_ 



(8) 



U-îP- (- 1 )' (k j i F "s,- (~ IF . ^,p-, ; G"2P= (^ j , N'2p- j^op. ; 
iM% ^ 1 L''2p ^ _1 . E"2p _^ 1 _ D'-ip 

'ir2p~' k''^P''-«' I"2p ~ k'2P'-<' • • • ' B"2p '" 'k'2>'-2' C"îp 
. A 2P+1 Ir) ' * 2P4-1= (— 1 ' • V îpi+îi ; 

W2P+i-(-l)'.(2p + l)(^') 

|M"2p+i 1 L"2p+l 



k'W+2p. 1 

» M 2P+1 



lç2PV^P ' 



B"2P+l k'2P'+2P-2 ' C^op+i k'2P'+-'P-4 » • • • • 

JjiP+L ti2p''+?P-4. H*'2P4.1 _ 1 /2p''4.?P-2 

'2i>+I ^^ 2P+1 4-, 
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^^» Si Ton multiplie les équations (1) et (2) du 27 par leurs dénomina- 
teurs, et qu'on élève la première des équations (2) au carré pour en faire 
disparaître les radicaux en x: y = l/î — x*, z = )/i— k*x*, on aura les 
équations suivantes: 

(A2PU+B2p+ix«+.. -|-E2p^ix'2P+"'-M-F2p+ix<2P^"'-').sin am((2p+l)u) = 
= G2P+1 X 4- H2P . ,x*+ • • . +M2p,i x<2P+il'-H N2p,ixf5''*''''; 

(A'ipi i+B'2p+iy«+. .+E Viy'^^^"'-* f F'2P,iy<2'"+"'-').co8amC(2p+ l)u)= 

^' ^ =GWiy + H'2p,iy''+...+MViy'"'^"°-'+N'2p+iy''''+"'; 

(A''2P.i+BViz'+.-+EVi=='"'+"'-*+F"2P+iz'2'^"'-').^am((2p + l)u) = 
= G"2p,iz+ H"2Pviz'+ ... + M"2p„z(2o+il'-24- N"2p+izt2'^'*'; 
(A2p-f B2px*4- ... +E2px(2P)'-2+ F2px<2'''')«. sin^am (2pu) = 

=(1— X«) (1— k*X«)(G2px4-H2px'+ .. . -f M2pxt2Pt°-*+N2pxt2''P-3)«; 

(A'2P+ B'2py'+ . ••+EV^''''-^+ F'2py*2P)') . cos am (2pu) = 

(2) < _ (j-2,4- H'2py^+ . .. +M'2py'"'''-'+ NW"""; 
(A"2p+ B"2pz*+ ... +E"2pz'2"''-*+ F"2pz<'''0 . J am (2pu) ^■ 

= G*2P+ H"2pz*4- ... 4-M"2pz(2f'^-2f N'^'^"'; 

ou, si l'on réduit ces équations à la forme normale des équations algébriques : 

.^(2P.i)^^ F2P^ . 3inam ((2p + l)u). xf2p+i)M.|. ^^p^J. x(2p+i;^-2^^.. 
N2p.fl N2P+1 

... -t- ^'-'^,x - ^^'^. sin aln ((2p + l)u) ^ 0; 

N2P+1 N2P+1 

I (2p+i)^^ |;2P_^i.eosam((2p4-l)u).y(2P+0^-i+ Mk.i.y(2p+l^2^... 

(3) \ , G'2P4.i A'2a+i , ,,^ _i_ 1 ^ „\ ^ . 

N 2p+f -IN 2P+1 

2{2p)«___ / k^Nlp — 2E2pF2p. sin^am(2pu) \ ^ ^2(2p)« - 2_^ _ 
\ F2p.sin^am (2pu) / 

Gjp ~2A2pB2p . sin^am (2pu) ^ 1 -^2p _. 
• • • FlpTsîn^am (2pu) ' "" "^ F|p' ^ "" ' 

I f2p^^ I M^2p— E'2P « C08 am(2pu) (2p)'*-2 1 

'^ N'2P— F'2p . cos>ra(2pu)' ^ "^ 

H'2p — B'2p . cos am(2pu) ^ 1 Q-^2p — A^p» cos am (2pu) ^^ 
" " N'2P ^F'2P . cos am(2pu)' ^ ''" N'2p— F'2p . cos am (2pu) ' ° ' 

(2 p)^ I M''2P— E^^2p. ^ am (2pu) (2 p)2.2 , 

' "♦" N"2P-F"2P . ^ am (2pu) • ^ "^ * * • * 

, H%~B%.-^am(2pu) ^ 1 G'^2p— A^'2p.^ am (2pu) _ ^ 
•••'*" N''2P-F"2P. ^ am (2pu)* ^ "*" N%— F"2p. ^ am (2 pu) \^' 



(4) 
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Les racines de la première des équations (3) seront les sin am des 
arguments a, pour lesquelles on a: 

sinam ((2p -f ^M = sinam('(2p -f- l)u). Or cette équation donne en vertu 
des équations (3) du 24 les valeurs: 

(2p+l)a = (- 1)'. (2p+l)u+2rK+28iK', a=(-l)'.u+ ^^^^^j— ; 
où r et S sont des nombres entiers quelconques. Donc on aura: 

X = sm am ((- l/u H ^---y - — ) -=(--l)^smam(u+{~iy— --— — X 

Maintenant on peut toujours donner à r et s de telles valeurs que: 
( — 1)'. r = n, et ( — 1)^ s = m, où n et m sont des nombres entiers quel- 
conques, et on aura alors { — 1)''=- ( — 1)". Donc la forme générale des 
racines de la première équation (3) sera: 

rr;^ / 1^n • / i 2nK+2miK\ 
(5) , X = {--l)"sm am (u -] ^ ^7^^^ ), 

où n et m sont des nombres entiers quelconques. Or pour avoir ici toutes 
les valeurs qui sont différentes entre elles, il suffit de donner à n et m des 
valeurs entières depuis — p jusqu'à -|- p, et toutes ces valeurs, au nombre 
de (2p-}-l)^, seront en général différentes entre elles. En effet, quels que 
soient les nombres entiers n et m, on peut toujours les réduire à la forme : 
n = (2p4-l) . q 4" n'î et m ^= (2p+l) . t -f- m', où q, t, n', m' sont des nom- 
bres entiers, et la v&leur numérique de n' et m' ne dépasse pas p. En 
substituant ces valeurs on aura en vertu de la première des équations (8) 
du 23: 

, , ,„ . . , 2nK -4- 2miK\ 
X = (- D" . sm am(uH —.- — ) = 

-.^ ( - l)q. n'. sin am (u-f - '^^^^^"'--^ + 2tiK0 --= 

,,,,.. , , 2n'K4-2m'iK\ 
=(—1)» . sm am (u -\ 2~ÏT ^' 

Cette équation ne diffère pas de l'équation (5) qu'en ce qu'on a n' et m' 
au lieu de n et m. Donc dans lequation (5) il suffit de donner an et m 
toutes les valeurs entières depuis — p jusqu'à -f p. 

Toutes ces valeurs sont en général différentes entre elles. En effet, 
si pour une valeur quelconque de l'argument u et du module k deux de 
ces valeurs fussent égales: \ 

r nn • f , 2nK+ 2miK\ , ... . . , 2n'K + 2m'iK\ 
(-l)".8mam(u-|- 2~4-T~ )""(-!) •s^^ft^'^C^-l g 4- 1 ^ ^' 

où n, m, n', m' sont des nombres entiers depuis — p jusqu'à -{- p, on aura 

suivant les équations (2) et (3) du 24: 
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, 2nK+2raiK' , ,,, . , , 2n'K+2m'iK\ , ^ ,^ , , .^^, 

2p + 1 2p + 1 

où r et s sont des nombres entiers quelconques. De là il suit que r -| n-n' 

doit être un nombre pair, et qu'on doit avoir: n-n' — r(2p ^-♦l), m - m' -- 
s(2p -|- 1), équations impossibles à moins que r — o, s =^ o, n ---= n',m = m'. 

Donc en général toutes les racines de la première des équations (3), 
au nombre de (2p -|- Ij*, sont différentes entre elles, et elles seront toutes 
représentées par l'équation (5), si l'on y donne à n et à m successivenuint 
toutes les valeurs entières depuis — p jusqu'à ^- p. 

On voit facilement qu'au lieu de toutes les valeurs entières depuis — p 
jusquà -}- p, on peut aussi mettre toutes les valeurs entières depuis o jusqu'à 
2p+l. 

De même les racines de la seconde des équations (3) sont les cosam 
des arguments a, pour lesquelles on a cosam ((2p + l)a) -— ^ cos am ((2p-|-l)u). 
Or cette équation donne en vertu des équations (3) du 24: 

I2pf l)a -^ ±(2p4lM 2(2r+s;K+2siK', a- dbu4 ^^"±^5-^-'^'^ 

2p + 1 

où r et s sont des nombres entiers quelconques. Donc on aura: 

, . , 2(2r+s)K+2siK\ , , 2(2r + s)K + 2siK\ 
y-cosam(±uH ^ ^ )= cosam (u± 2""+- ï ^' 

Si Ton ajoute à l'argument du membre droit de cette équation 2qK, 

où q est un nombre entier, il faut^ suivant la seconde équation (3) du 33 

multiplier le cosam par ( — 1)*^, et on aura: 

. .X r . 2(2r + s)K+2siK' ,^ ,,^ 

y = (~ l)'icosam (u ± ' , T 2qK) -= 

2p+ 1 

r i»n ( , 2(q(2p+l)±(2r+s))K±2siK\ 

-- (— lj'«cosam(u -\ -, ). 

2p + 1 

Maintenant on peut toujours donner à r, s, q de telles valeurs "entières 
que: q(2p -[- D — (2r -|- s) ^ n, ± s = m, où n et m sont des nombres 
entiers quelconques, et on aura alors: (~ l)'* =( — 1) ^ ( — 1) = 

«(-l) . Donc la forme générale des racines de la seconde des équa- 

tions (3) sera: 

(6) y---(— 1) cosam(uH '^~L\ ^' 

où l on voit, de la même manière que plus haut, qu'il suffit de donrjer à n 
et m successivement toutes les valeurs entières depuis - p jusqu'à -| p, et 
que toutes les valeurs correspondantes de y au nombre de (2p -f- 1)^ seront 
en général différentes entre elles. 

Enfin les racines de la troisième des équations (3) sont les Vam des 



^J 



am 
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arguments a, pour lesquelles on a: J^am ((2p4 l)a) -- ^ am' ((2p + )u) 
Or cette équation donne en vertu des formules (3) du 24: 

(2p + 1) a = ± (2p + l)u + 2rK + 4siK, a = ± u + ^^y^, . 
OÙ r et S sont des nombres entiers quelconques. Donc on aura: 

/, , 2rK+4siK'\ , / . 2rK+4siK'\ 
( db uH -, - — ) = J am( u ± — - , - - ). 

V ^ 2p+l / V, 2p+l / 

Si l'on ajoute à l'argument du membre dr<rît de cette équation 2tiK', où t 
est un nombre entier, il faut suivant la troisième des équations (7) du 23 
multiplier le -/am par ( — 1)', et on aura donc: 

... ^ . ^^2rK4~4siK' , ^ .^^,, 
z -= ( - D' ^ am (u ± -- ' - — + 2tiK') -= 

2p+ 1 

/ ±2rK4 2(t(2p + l)±2s)iK'\ 
= (- D'Jam^u + - 2-p-p^^ j. 

Maintenant on peut toujours donner à r, s, t de telles valeurs entières que : 
± r = n, t(2p 4" 1) ^ 2s ■-- m, où n et m sont des nombres entiers quel- 
conques, et on aura alors: (— !)*-—( — l)"*. Donc la forme générale des 
racines de la troisième des équations (3) sera: 

r ... ^ / , 2nK+ 2miK'\ 
(7) z^-(-l)"'^am(u+:^-^_^-— -j, 

où il suffit de donner à n et m successivement toutes les valeurs entières 
depuis — p jusqu'à -|- p, et où toutes les valeurs correspondiintes de z en 
nombre de (2p -f- 1 Jaseront en général différentes entre elles. 

De la même manière on trouve, que la forme générale des racines de 
la première des équations (4) sera: 

(8) x = ±smam(uH 1 

où n et m sont des nombres entiers, et qu'il suffît de donner à n et m 

toutes les valeurs depuis ~ (p — 1) jusqu'à -f- p, ou depuis o jusqu'à 2p — 1, 

pour avoir toutes les racines au nombre de 2(2p)*^== 8p*^, lesquelles racines 

seront en général toutes différentes entre elles. 

Les racines de la seconde des équations (4) seront de la forme : 

,^, _4_ / , 2(2n + m)K + 2miK'\ 
(9) y -= ± cos am ( u -( y, 

où n et m sont des nombres entiers, et il suffit de donner à n toutes 
les valeurs entières depuis — j 1 jusqu'à -f- ^ , et à m toutes les valeurs 
entières depuis — (p — 1) jui?qu'à -f p, ou à n toutes les valeurs entières 
depuis o ju.^qu'à p - 1, et à m toutes les valeurs entières depuis o jusqu'à 
2p — 1, pour avoir toutes les racines de cette équation au nombre de 4p*, 
le.<(]Uelles racines seront en général toutes différentes entre elles. 
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Enfin* les racines de la troisième des équations (4) seront de la (orme: 

^ i ( X 2nK4-4miK'\ 
(10) z=^±^am(^uH y y 

où n et m sont des nombres entiers, et il suffit de donner à n toutes 
les valeurs entières depuis — (p — 1) jusqu'à -j- p, à m toutes les valeurs 
entières depuis — \n~] jusqu'à -j- -^, ou à n toutes les valeurs entières 
depuis jusqu'à 2p — 1, et à m toutes les valeurs entières depuis o jusqu'à 
p — 1, pour avoir toutes les racines de cette équation au nombre de 4p^, 
lesquelles racines seront en général toutes dififérentes entre elles. 

oU. Des racines des formules (3) et (4) du paragraphe précédent on tire 
les valeurs des fonctions elliptiques de C2p-|-l)u et de 2pu développées en 
produits ou en sommes. En effet dans une équation réduite à la forme 
normale des équations algébriques le produit des racines de l'équation est 
égal au coefficient du dernier terme avec son signe, si le nombre des raci- 
nes est pair, avec le signe contraire, s'il est impair ; et la somme des racines 

est égale au coefficient du second terme avec signe contraire. Donc on a, 

+P 
puisque iT( — 1)"=-|-1: 

^ 'jÎ'u ' ( -J_ 2nKjh2miK^\ Asp.i . .,o J, i ^ ^ 

llnllm sm ami u H — r— ) = "-"- . sin am ((2p + 1 )u), 

— p — p \ 2p -h 1 / N2p^i 

ti'u ( , 2nK + 2miK'\ AW a^ a ^^ ^ 

Un 11^ cosam uH — -— 1 -= _y ^ . cos am ((2p + Iju), 

— D — D V 2p + 1 / N 2p+l 



-p— p 

+P+P 

IIj^ ilni ^am 

— p-p 



/ , 2nK + 2mîK'\ A"2p -i . //.,.. n 



n 1?sin-am('u+^5^+^?'W^^'^ 

■H +P « / . 2(2n + m) K + 2raiK'\ G'2p-A'2p . cos am (2pu) 
ii„ //„, cos^am ( u-i ) -= - ; ~ ~~~7o ^ 

(p-l) -(p-l) V 2p / N 2p — F 2p . cos am (2pu) 

— 2" 

1? ^' /<2 /^ I 2nK + 4miK'\ G"2p- A% / am (2pu) 

-(P-Î)(P-") ^ ^P ^ N%— FV^am(2pu) 



2 



t? t^ / i^„ . / I 2n K+2m iK-^ F2p,i . ,,^ , ,. . 

-n -^m (— 1)" sm am u -f — r- J = — " . sm am ((2p + l)u), 

-D -D V 2p -f 1 / N2P+1 



"t? t^ . ..„ . / . 2nK+2raiK" 

P — P 

'^4' t^ , .^„4.„, / I 2nK-f2miK'\ F'op^i ^,0 , .^ n 

-n -m ( - 1 "■•■"'cos am u 4- -- ' -- - ) -= „,-'" . cos ara ((2p + Du), 

_p -p V 2p+l / N'2P4.1 

t? t^ . iw / f A 2nK + 2miK'\ F%,i , no i u ^ 
-n -„ ( - l)^J am ( u + - -.-- - 1 -- ivrVi • ^ ^^ C^2p + l)u). 
\ 2p 4- 1 / N"2P4.i 



-p — P 



De ces équations on trouve: 

• . rro I n ^ N2P4.1 tr tP . / . 2nK + 2miK'\ 

sin am ((2p + l)u) ---= '^- . iT„ il„ sm am ( u H „— T~; h 

A2P+1 -D-p V 2pH- 1 / 



P-P 



; n^ j_ l^ ^ N^2P^1 ty tjP / , 2nK4- 2miK'\ 
/.^ /cosam((2p+ l)u)-=— — .iT„ il„, cos ami uH — — ), 

^^^ \ A2pa _r> _„ \ 2p+ 1 / 



P ~P 



2p + 



^ /m I 1^ ^ NVi ^ "t? / / , 2nK + 2mîK'\ 
^am ((2p+ l)u)=-— ^\iT„ iT„ ^amfuH —ï-p- ), 

A '2P+1 -p -p V 2p + 1 /' 

1 ^2P +P +P . 2 / , 2nK + 2miK' \ 

1-^.2 ^^n J^m sm^am uH . I, 

-A^2p-(p.i)-(p-i) \ 2p / 

N'9n n' 'n 2 / , 2(2n+m )K+2miK^\ 

i>i 2p. Jx„ ji„ cos'aral uH ^ I — G2p 

_(p-i)-(p-i) \ ' 2p / 

ces ani(2pu) — r^p^ — ; ' 

1?^ V 1fF 2 f i 2(2n+m)K+2miK'\ ., 

F 2p . ifn iïm cos^am ( ui I — A'op 

(p.i).(p.i) \ 2p y 



(2)^ 2 

4-p +ï 

2p 



^•^.(p.i) (p.i) V ' 2p ^ ^ 



J am (2pu) ~ — T^ 

T./i 1^ tl ^2 ri 2nK+4raiK\ .,, 

- F"2P iT„ /ïm ^*am(u^ ) - A"2p 

-(p-i) (M) ^ 2p ^ 

2 

^/o I 1^ ^ N2P.1 PPr i^„ . ri 2nK+2miK'>. 
sm am ((2p -{- l)u) ^ _ '^-^ . -^-^ JS^^ (- l)°sm.amCu-| -^-- L 

F2p.i —p— p 2p-fl -^ 

.o. ) /^o [ 1^ N N'2P+1 t^tP, ,, .„ r , 2nK+2miK\ 
(3) /cosam((2p-f l)u) = ^ -^r.:^„ ^„(-l)"+'«cosam(uH --^-r- ), 

\ F2p+i_p— p "^ 2p+l ^ 

yi /^ro I 1^ ^ N%^i t^t^, ,.„ . r . 2nK+2miK\ 
^ am ((2p + Du) = — -^. -3„ :?„ { - D^'z/amfu-i -^ - ). 

r 2p+i_p~p ^ -^p-ri ^ 

*il« ' Les séries du paragraphe précédent peuvent être transformées en 

fonctions de sinamu, cosamu, et ^amu. Nous considérons seulement le 

cas d'un facteur impair de l'argument u, et commencerons par les séries 

de facteurs. 

Puisque on a en général: 

+p +? p ^' p 

J/„ 7/„ f(n, m) = f(o, o) . tin f(n, o) . f(-n, o) . iXn f(o, m) . f(o, - m). 

-P -P 

p p 

^n ^mfCn^ m) • f(- n^ -ni) . f(n, - m) . f(- n, m), 



1 I 



on peut mettre les trois équations (i) du paragraphe précédent sous la for» 
me suivante: 



'> 



(1) 
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"M" P 

sin am ((2p-t- l)u) ^= -v^~ • sin am u . Tin sin am 



2nK\ . 



Aop,.! 



("+2h:ï;-''"*'" 



("-2P+J- 



P P 

. Tin Tlm sin ara 

I I 



2p+: 

2miK'\ 

2p+l/' 

2nK+2raiK'\ . / 2nK-f-2miK'\ 
Isinamf"- — • 



p . / , 2miK'\ . / 
. 11m 8in am ( u -j- , Ism am f u - 



{J 



. sin am 



(u-f^ 



2p+i / \" 2p+i ;• 

2nK— 2miK'\ . / 2nK.-2miK'\ 
— — l.sm am 1 u- 



2p+ 



2p+l /' • 



|cosam((2p4-l)") = ., "^ .co.samu.rTn cosam 

A '-iPfi ' 



.iT. 



cosam 



/ , 2nK \ / 2nK \ 

1"+^ , — l cosam lu-- ,- ). 
\ ^2p + l/ \ 2p + l/ 

/ , 2miK'\ / 2miK'\ 

l ^"t:: — TT Jcosaml u-:r — ,— r )• 
V ^2p-hl/ V 2p+l/ 



P p 

./T„ iTm. cosam 
1 I 



. cos am 



(u+ 



2nK+ 2miK' 



2p + 
j.cosamf u- 



2p+ 
2nK+2m iK^\ 

2p-hi j—\- 2p+i "r 

2nK-2miK'\ / 2nK- 2miK'\ 

.cosamfu-— 2p-^---j; 

2nK 



2p4- 



.— ] . cos am ( u - 



^ ^.« . .X N N"2p.i . ^ ^ / , 2nK \ . / 2nK \ 

z/am((2p+l)u)"=^,, .-^amu.i/„z/am( 11+ ^ ■ . 1 . ^am( u-- j_:: )• 



A"2p+l 






P . / , 2miK' \ . / 
.i/„z/am( u + ^-— r- ). z7am f u 

PP. / , 2nK4-2mîK'\ . / 
. il,, ii„z/arafu-| -~YT -j,J&mlu- 



,J 



am 



x- , 2nK— 2mîK'\ . / 



2mîK'\ 

2p-fl/ 
2n K+2miK^ \ 
2p4-l A 
2nK— 2miK' 



1 ;• 



2p + l ; V 2p+ 

Les coefficients de ces séries sont donnés par les équations (4), (6) 
et (8) du 28: 



(2) 



A2p(.I 



cL^O 



On peut aussi trouver ces coefficients directement des équations pré- 

t 
cédentes. On divise alors la première de ces équations par sin am u et pose 

u = o, on divise la seconde équation par cosam u et pose, u ^= K, enfin on 

divise la dernière par /:/ am u et pose u ^^ K + iK'. 

En remarquant alors comme dans 28 les limites: 

^-_^\ smamu / u=K cosamu / 

lim /^«■°a2p+l)u) , 

u=K+iK'^ , -^amu / 
on trouve: 



(3) 
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' ' . , ,2nK4- 2miK\ . , .2nK- 2miK\ 
. n„ JT„ sm-am (— ^^q-f- ) • «n'am ( ^^^^ ) ; 

\r Tî a .^-r 2nK+2miK^ , 2nK-2m iK' 
. ", Jim cos'ani(Ki ô^M — ^ -cos'am \}&.-\ i i ~"Ji 

'(-l)'(2p4-l)^ |::^;i/.^''am(K+iK'+|î^^)^„^«am(K+iK'+2^^ 
. JT„J7„J«an.(K+iKM-^ "^+|7^V ^^am(K-fiK'+^^^:g^V 

De là on tire les valeurs de - — —^ T~r "i kh ■> ®^ °^^^ emploierons 

A2P+1 Asp+i A 2P+1 / 

par préférence ces équations au lieu des équations (2) pour éliminer les 

coefficients ci-dessus des équations (1). 

Comme digression nous ferons ici remarquer les équations suivantes, 

qui ne dépendent que du module k, et qu^on tire de la comparaison des 

équations (2) et (3): 

rr rr . 8 .2nK+2miK\ . „ ,2nK-2miK\ 
• ynJT^sm^am (— 2^— ). sin^am (— ^p-fi )' 

(- l)p(2p4-l).(~)--^ «=» iT„ cos2am(K+.2^) .iT^cos^a^^^ 

FT h 1 (MX 2nK4-2miK \ ^ ,„ , 2nK-2miK\ 
. iT„/r„ cos^am(K+ ^p+l )-^^«'*«>(K+ 2p+l )> 

(- l)''(2p+l) .k' ~"^„z/2ft„(K+iK'+^p^) .JT„z/«am(K+iK'+~^-) 

n rî /a /^r^ , .,^i i 2nK+2miK\ „ /^^ , .,w , 2nK-2miK\ 
.i2.JT„^*am(K+.K'+— 2pq-^- ).^^am(K+iK'+ ^^^^ ). 

On peut réduire les deux dernières de ces équations à l'aide des for- 
mules (1) et (4) du 22: 

.,_ , . -, sin am u ^ /-tt- 1 .-r,-/ 1 \ ., i sin am u 

cosam(K + u)-- — k'.--. , ^am(K + iK' + u) = ik'. . 

/M am u cos am u 

On aura alors ;^ 

• 2 . 2nK . . , , 2miK\ 
^, (2M)!,l p 8in^am(— r^) p sm^am(^-ri) 
(.l)P(2p-hl).(M ' =k''^P .iT„ ^£±L . k.2P. ji^ iP;^. 
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2nK + 2»niK\ . .^ 2nK-2miK'. 



stn-am ( ) sin^ani ( ) 



t^P-AA -""'"" ^ 2p+l ^ . "".r ^ 2p+l , 

'°'°' ^« ,2nK-f-2miK\ .„ ,2nK — 2miK\ 

^'-< 2p+i -) ^ •'"(— VH~) 

« 

. _ '^ 2nK ^ . „ ,2miK\ 

(-l)p(2p+l)k' ' =(-l)'k'2P.JT„ ^^.(.i)Pk'2'.n;. |E^ 

I „ , 2nK ^ I „ ^2iniK\ 

co82am(2^j) co8'am(2^) 

. . ,2nK+^miK\ . „ ,2nK — 2miK\ 
P P «■"^'^'"C 2pfl -) "°''^"' (-27+1—) 

i"." , ,2nK4-2raiK\' , ,2nK-2miK'' 
co8^am( ^^^^ -) co8«am (— 2j^-p^ ) 



De ce8 équations et de l'équation précédente (4) on tire enfin: 
(5) 



(2ptl f-l 

k'—r-_ » „ , 2nK . » „ , 2miK' 



(6) 



' » „ ,2nK+2miK\ „ .2nK-2miK\ 
. Jl„JT.co8^am( ^-pj ) . co8*am ( 2^^]— )i 

k' = JT. ^«am (2^) . JT„ ^* am (2^). 

f iT /2 , 2nK + 2miK\ ,„ ,2nK - 2miK\ 
• f ^■" ^ *" ( 2p+l -) • ^ '''" ( 2p+l )• 

Noud retournons maintenant aux équations (1) et nous éliminerons les 

coefficients " "^ , T7^^î . ^^ ^^ à l'aide des équations (3). On aura alors: 
Aîp+i A2P+1 A 2P+1 

(7) sin am ((2p -(- l)u) = (2p + 1) sinam u. 

sin am (u +2^) • sm am (u - ^p^) 
• ?- . . . 2nK 



sm^am (^ — -, — 1 



2p+ 

2miK\ . f 2miK' 

27+7) • «» -^ C-^ - 2^ 



8.n am (u + 2^:j-y) . «n am (u - ^^^j-^) 



1 . ^ •^2roiK\ 

8m«am(2^) 

r , 2nK4-2miK\ . . 2nK+2miK' 
^ «n am (u + g^,^^ ) . 8m am (u 2F +I— ) 

i" . . » .2nK+2miK\ ' 

"" *"• ( 2p-l^l ) 

f , 2nK— 2miK\ . ^ 2nK -2miK\ 

(°+ 2p+l )•«"">"' (°- 2p+i -) 

„ ^2nK - 2raiK' 
2p+l 



sm am 



""''^C 2d+1 ) 
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(8) cos am ((2p f- l)u) =- ( - 1)p (2p -f 1) cos amu . 

, 2nK ^ I 2nK . 

^ cosam(u+^^p.cola»n(u-^^> 

cos°amCK+ ) 

2p+l 

, , 2mîK\ . 2m'ÎK\ 

co8am(u + — p^).cosani(u-— -p 

1 «a /ir I 2rniK . 

cû8*am(K4-^^j) 

, , 2nK4-2miK^ , 2nK+2miK', 

co3am(«+ gp^^ ).cosam(«- ^^^^ ) 

,' . 2 ,_,2nK+2miK\ 

co8''am(K+ gp+l"^ 

, , 2nK-2miK', , 2nK— 2iniK'. 

C03atn(u + - gp^^ ).co8am(n- ^^^^ ) 

- " ~2 ..^ . 2nK- 2mTK \ 

cos'ain(K + — ^^q:^ ) 

(9) ^ain((2p+l)u)={- l)P(2p+l).z/aniu. 

. , , 2nK . ^ . 2nK . 

, , , 2miK\ . , 2miK\ 
^an. Cu.4-^^).^am(«-^^P 

• ■'■'m OmiTT' 

/^«am(K4iK'+|^) 

2p4-l 

. , , 2nK+2miK\ . , 2nK+ 2niiK' 

■ • ■ /î /TT f -o-, , 2nK-|- 2miK' 

^'am(K+.K'+ ^^^^ ) 

. , , 2nK— 2miK\ . , 2nK-2n»iK\ 
^an.(a+ ^^^^ ).//atn(u- ^^^^ ) 

^^am(K+iK'+ ^"VJ'r'^ ') 

2p-| 1 

On réduit maintenant ces formules à l'aide des formules (7), (8) et 

(9) du 10: 

sin^ain u — sin^am v 



sin am (u + v) . sin am (u - v) 



cosam(u+ v).cosam(u — v)== 



^Am (u -f- v) . ^ am (u — v) ~ 



1 — k^sin^ am u.sin^am v ' 

cos^ am V — sîn^ am u . z/^am v 
1 — k'^sîn^amu.sîn^amv ' 

z/^am V — k^sin^ am u . cos^am v 
1 — k^sin^ am u . sin^ am V ' 
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et des formules (1), (4) et (5) du 2S: 

ITT I ^ cos am V . _. , , , ' 1 ^ am v 

sm am (K + v) =^ — -^ , sin am (K 4- iK -f-v) = -i- . , 

/^ am V k cos am v 

sîn am (îK' -{- v) = 



k siu am v 
On aura de là: 



sin^am u 



sinam (u-[-v) .8inam(u — vO sin^amv 



sîn^amv . sin^amu 



1 — 



sîn^amiiK'+v) 



sîn^am u 



co8am(u + v).co8am(u — v) cos^amv 8in^am(K+v) 



cos^am(K-|- v) cos^am(K4-v) sin^amu 

""sin^amliK'+v) 

sîn^am u 

z/am(u+v).^am{u — v) z/^amv sin^am(K+iK'+v) 

z/-^am(K+iK'+v) ~ >am(K+iK'+v) * sin^am u 

8m«amCiK'+ v) 

et les formules précédeutes seront par là réduites à: 

sin am ((2p + Du) ==^ (2p + 1) . sin am u . 



1 — 



sîn^amu _ sîn^amu 



^ / 2nK \ . « /2miK'\ 






I ^ sm-^amu i ^ sm^amu 



1 / ^. — . 1 — 

,2 



P P 



^ /.„, , 2nK \ . ^ / „, , 2miK'\ 

3,n^am(,K + ^^J sm-am(iK'+ ^^J 

" ~ /2nK-(-2mîK'\ ^ ~ . « /2nK— 2miK'\ 

sm-^aml — r— — ) sm^aml — — — -- — ) 

V 2pH-l / V 2p+l / 



sin^amu ^ sin^amu 






I I ^ sin^amu ^ sin^amu 



1 : ^ J . ^ ..... 1~ 



sin 'ara 



/„, , 2nK-|-2miK'\ . . / , , 2nK-2miK'\ 

v^ + 2p+i ; «'" *"r +-^H^j 

a /i2nK \ » /2miK'\ 

co8am((2p+l)n)-(-l)P(2p+n.JT„ y^^/^ , -A ^ ^"^ 



' ,s 



^ /^, 2nK\ ."" - /_ . 2miK'\ 



„ /'2nK+2miK'\ „ /2nK— 2miK'\ 

co8''ainl n I , — ) cos*am( jt ) 

\ 2p+l / V 2p4-l / 



h h ' "'"V 2p+l ^ ^"" """V 2p4 

1 I 



ï /„ , 2nK+2miK'\ „ / , 2nK-2miK'\ 
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sin^amu ^ sin^am u 



1 ■ ^ _ 1 - 



. cos ain u .iin ZTT^ • ■'^m r-2 



1 sin^amu i sm-'amu 



sin^amii sin*amu " 

. 1 /Tr . 2nK+2miK^ . g ,.^ , 2nK-2 miK', 

«„«am(K+ 2p+l ^ sm«am(K+-^_p--) 

lljl^ ^"5 ■ — r-s 

1 1 sin-'amu sin'amu 



. 3 ,„, , 2nK+2miK\ . 2 ,._, , 2nK-2miK' 
sin^ainOK +_— — - ) 8m''amOK'+ g , ^ -) 



2p+l ' ^ ' 2p+ 

Jaxa ((2p + l)u) =(— l)P(2p + 1) . 



' ^*am(K+iK'+^)'<^Vam(K+iK'+g;j^') 
., ,2nK4-2miK\ .„ ^2nK— 2iniK\ 

. -IXn il, 



sin^amu ^ sîn^amu 



1 ^-^^ 1- 



^ 8in^am(K+iKM-2^) ^ sin«am(K+ iK'+|r|^') 

.^amu.iT„ r-;r ? .11^ r-^ ^ 

I sin-^amu i sin-^amu \ 



sîn^amu ^ sin^amu 



1 ^ .^. 1- 



sin^am(K+iKH , ) sin-am(K+iK'H ^ ■ i "- ) 

• -'-'^n -'-'•in 



I I ^ sin^amu ^ sîn^am u 



. 2 ■ .„, , 2nK+2rniK'. . ^ ,.,^, , 2n K-2miK\ 

8m^am(iK'+ ^ , ^ ) sm^am(iK'H 2~T^ ^ 

Si dans les deux dernières de ces équations on pose u ^= o, on trouvera : 

2 , 2nK . „ , 2miK\ 

cos^am(K+--— — ) cos2am(K+— -— ) 

2p + I 2p-{-l 

« ,2nK+2miK' „ ,2nK-2mîK\ 

eos^amC-^^-^^) eos^am ( — -^-^-^ ) 



i"i"" „ ,^ , 2nK-f-2tniK\ „ ,^^ , 2nK- 2miK\ 
cos*am(KH ^ . ^ ) cos«am (KH ^ "JI^^' ^ 
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„ , 2nK ^ ., ,2miK\ 

l=(-l)P(2p-M).JT„ 2p+i A ?P±i 

■ ^^ao,(K+iK'+2-^^) ' >am(K+iKH-|^') 

, ,2nK + 2iniK'; ., ,2nK- 2miK^ 

^am( x-xi— ) ^''am( — ) 

IL. X 2p+l 2p4-l 

■ . . ^a /Tr f -a-, f 2nK+2miK' ' .„ ,^^ , .„, , 2nK- 2.niK'' 
' ^*am(K+iK'H ^-II^^ — > z:/*ain(K+iK'H ^ ) 

ce qu'on déduit aussi des formules (4), (5) et (6) en les divisant deux à deux. 
On peut réduire les formules précédentes de sin am ((2p -j- l)u), 
cosam((2p-|- l)ti)» ^am((2p-|-l)u) par les substitutions suivantes: 

, 2miK^ 

s.namOK'+2;:p^)=- -^^, 8,nam(K+2^)= , 

ksinamC^^) ^""^T+ï) 

. ^ 2nK ^ 

8.n am (K-f .K'+ j^) = - . -^^ . 

. 2miK' 
8mam(K + ,K+2^) ==-. -2;—-, 

.._,, 2miK\ . , •ir'.L^n'îK'. . , (2p+l-2m)ÎK\ 
8mamOK'+2^) =» «n am(-iK +2^) = " «""^'"t 2p+l ^^ 

,(2s— l)iK\ 
= -8mam(— 2j:pj-), ,. 

OÙ P + l — m = 8. En remarquant ici que s varie de p à 1 en même temps 
que m varie de 1 à p, on trouvera, si Ton pose de nouveau m au lieu de s : 

p / sîn^am u \ p / sin^amu \ 

■ V . a ,.«.-, 2miK' ) ~ ry .^ (2m-l)iK' / 

De même on trouvera que: 

p. y sin^amu x rr /i sin^amu \ 

» ( ^ " T7~~,^, , 2nK=fc2miK \) "^ i "( . ^ , 2nKq=(2m-l)iK \/ 

^ sm^amOK'H -— — — )/ \ sm'^amC — — — Y 

2p+l 2p4-l 

/ sîn^amu \ rr /^i sin^amn \ 

^"V . , ,^ , 2nK J ^ Y"V^ ~ . , , (2n-l)K 'J' 
8m*am(K+~^-)/ 8m^am(-^^^:^ X 

p / sin^amu \ _ fr f-i sin'amu \ 

. "\ . „ ,^, 2nK±2raiK\/ '" . " | . , , (2n-l)K^2^ iïk\/' 
s.n^am(K+— ^^;:p^-) sm^am( ^^^p^— ) 
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■ ' ^ • « '^ ■ --' ■ 2nK=fc2miK ' J 

2p+l 

^ A A ^t aîn^'am u \ 

. °. "r ' . 8 . (2n-l)K±(2tn-l)iK \7'' 
8.n«am( ^-^^- ) 

En substituant ces valeurs on aura les équations suivantes: 
( 1 0) sin am((2p + l)u) ^ (2p + 1) sin am u . 

sin^amu ^ sîn^amu 



1 TT^^ 1 



. 4 ,_2nK . , 2miK\ 

p sin-°am( ) p sin^am(-— — ) 

JT ^P+1 n 2p+l 

n • •■■■■in 

* 1 12-2 r 2"^ \ ' ^ * 1 sin^amu 

1 — k'*sin'^am(— — j— ).sin'*amu 1 — 






.2o^ » o:»2, 



sm-^am u sin*amu 



p p 



. « ^2nK+2miK' . « 2nK-~2miK\ 

sin-^anjC — — — ) sin-^araC — - — ;— - — ) 



n n ' 2p+l ' : 2p+l 

• -•■■•n-'-'-in . ^- 

' ' sin^am u • sin^amu 



1 ^ :: : ...„. i- 



.« .2nK- 2m-liK\ .^ 2nK+(2m-l)iK\ 

2p+l 2p+l 



(11) cosam ((2p4-l)u) -= 



.^ .2miK\ 



sin^amu , 2p4-1 . « 

1 — — — r 1 t: .m * sm^am u 

. 2 X2n-1)K .2miK\ 

p sin^amC— — — -) p cos^am(— — ) 

cosam u.iT„ ^ P+^ A ^P+i 

' , 2 . 2 / 2nK ^ ^ ' sin-amu 
1 — k-'sm'^aml- — r— ).sin-amu 1 — 



2p+r . 2 , (2m-l)iK \ 

sin^amu , sin^am u 



1 „ .„■ 1 — 



A A «"^ *"<■ — 2p+i ^ '•" ""^ — 2H:r~ ^ 

. JXq JXqi ^ . , ♦ 

» » sîn^am u sin^am u 



.„ ,2nK-(2m-l)iK' .„ .2nK+(2m-l)iK\ 

sin ami -, • ) sin ami r — r": ) 

2p-t-l oiu » V 2p+l 

(12) ^amC(2p4-l)u) = 

, . 2nK ^ , ,2m!K\ 

cos^amC ) coB*am( ) 

l-k» -^ ■ sin'am u l-k'» ^^^ . sin^am u 

„ , 2nK . .„ ,2m iK\ 
p z/2am(z— 7-) „ //*am(r— — ) 
.^am u . 4 2p+l^ f^^ 2p+Jl , 

' l-k««n«am(^p.8in%mu ' 1- J^"^ '^ ^-y^^r — 
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sin^amu . sin^amu 



1 7- - .: r-^TZzz^ 1- 



. . ,(2n-l)K4-(2m-l)iK\ . „ r2n-l)K-(2m-l)iK' 
«.n'amÇ ) «n'amC ^^^ ) 

• ■■■^n-'-'in ; — • • 

' ' sin^am u sin^am u 



1 K-^^-::^~-jTT^:- 1 - 



.„ ,2nK— (2m— l)iK\ ., ,2nK+(2m- l)iK\ 
sm'^amC ^^^ ) sm^amC ^^^ ) 

^'i'* Considérons maintenant les séries (3) du 30. Puisque on a en 
général : 

i„ K f(n,m) = f(o, o) +i„ { f(n, o)+f(-n, o) } + i„ { f(o, m) + «o, - m) } + 

+ i'nin.{f(n,m) + f(-n,-ra) + f(n,-m) + f(-n,m)}, 

on peut mettre les équations (3) du 30 sous la forme*, 
sin am ((2p -|- 1 )u) = 

=== jr^<smamu+ A(-l)"\^smam(u+— --p+sm + 

P / . 2miK\ , . . 2miK' \ 

+-^m(8inamCu+ -— p-) + smam(u— 2 -r^)) + 

a-5*rnn/- , , 2nK+2 miK\ , •. , 2nK+2m iK\ , 

+ A-^mC-DM smam (ui — :-- )+smamCu — r-~-) + 

1 1 \ 2p-t-l 2p+l 

, . , , 2nK— 2miK\ , . , 2nK~2miK\\l. 
+ smamCuH ^^^^ )4-smam(u ^p+l V/' 

cos am ((2p+ l)u) == 

N'2p+i/ Ivr1^n/' r I 2nK., , 2nK.\ , 

+ -^m(-l)°(cosam(u+ )+cosam(u— — 3— ) ) + 

I ^^/ i.n^m/^ / . 2nK+2miK' \ 2nK+2miK\ . 

+ ^n^J,- 1 )"•*•" cosam(u+ --———)+ cos am(u -— r- — ) + 

1 1 V 2p-rl 2p-|-l 

, , , 2nK-2miK\ , , 2nK-2raiK\\( 
+ cosam(u + — ^^^— )+cosam(u 2iîT~^)s ' 

z/am((2p + l)u) = 

N"2p4.i/ ^ I V / ^ / r 2nK , , . , 2nK A , 

+X(-l)"(^am(u + 2^)4-^am(u-^^;j + 
I 4' 4 /• lA»/'^ ^1 2nK+2miK\ , . , 2nK+2miK\ , 

, .■ , 2nK— 2miK' , , , 2nK-2iniK'U 
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Les coefficients de ces séries sont donnés par les équations (4), (6) et 
(8) du 28: 

Fsp+i ' 2p+r F'2p+, ' 2p+l' F'Vt * 2pH-l- 
On peut aussi les trouver immédiatement des séries précédentes, si l'on y 
pose u = iK'. En effet on a t 

sin am (iK'+ v) = sin am ( — iK'+ v) ^= — sinam (iK'— v), 
C08ara(iK'-|- v) = -cosam( — iK'+ v) ^= — cosam(iK' — v), 
J am (iK'+ v) = - z/ am (— iK'+- v) = - z/ am (IK'- v), 
donc : sin am (iK' + v) + si" am (iK'- v) = o, cos am (iK'-{- v) -f cos am (iK'- v) = o, 

^am (iK'H- v) + z/ am (iK' — v) = o. 
Par conséqueut on aura: 

N^p+i _ lim / 8inam( (2p+l)u ) 1 oo_ ^ lim ) sinam ((2p+l)(iK'+v)) ( __ 
Fap+i u=iK'' sinamu * °° v=o ' sinam (iK'-(- v) i 

1 1 



lim I sin am (iK' -j- (2p + 1 ) v) ( _ lim ] ^ ' sinam ((2p+l )v)| 
v=of sin am (iK' -f- V ) S v=oi 1 1 



k • 



sm am v 



).• 



•_ lim ï s mamv i _ 



v=o ( sin am ((2p + l)v) i 2p+ 1 ' 

NWi _ lim jcosamr(2p-j-l)u) ) _ oo __ lim )Çosfmi((2pJ- llfiK'+v)) 



F'âp^.! 



lim ^ C03amf(2p4-lju) ) ^ ^ _ lim \ cosamC('2p4- DfiK^+v)) ) ^ 
u=iK'| cosamu ) °^ v=o) cosam(iK'+v) j 

!_j_ ^am((2p+l)v ) 
k'sinam((2p+l)v )< 
i z/amv i 



k sinamv 



( 



_ (__l^p lim I ^am ((2p + Dv) . sin am v \ _^ C— 1)p 
v=o) ^amv. sinam C2p-f-l)v) ( 2p+l ' 

N Vt ^ lim fz/a m((2p+l)u )( ^ _ bm ( ^am((2p 4- l)(iK'+ v)) ( 
F"2p+, u=iK'( z^amu ( °° " v=o( z/am(iK'-t- v) ) 

!. cosam((2p -f l)v) 
" '' sinamf(2p+l)v) ^ 
cosamv ( 

sm am v i 

^/ .^p lim t co9am((2p+l)v). sinamv ) ^ ( ~ 1)p 
v=o)eosàmv . sinam ((2p-f-l)v)( 2p-f-l* 
On remarque de plus qu'en vertu des équations (5) du 22 on a: 

^ , 2miK'^ 1 1 1 _1 

smam(u±-^-^)=:^-.-^^ -" ^miK' .^k'"; . (2s-l)iK' / 
'^ sm am (u ± - — 7-^-h iK ) sm am(u-f- -— — 7-7— ) 

2p+l^ 2p+l 

5a 
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A ', . 2iniK' ._- . , (2s-l)ÎK'. 

8inam(a±- — r— TiK) sinaiD(uT— j; r-J 

zp+l ip^=l 

, , 2miK'_„,^ , _ (28-lliK' , 

^,„(„± ) = _^,._ — 2.„ig.. -=+'•-; — -3(2^£iliK" 

sinara(u±- — — -rfziK') sinamCurf:-— — — - ) 

2p+l 2pi-l • 

où 8 = p4"l — na varie de pal en même temps que m varie de 1 à p. 

De plus on a: {-1)p. (— 1)™= — (— !)• et (— 1)p. (— 1 )»+"=—(— 1)"+». 

Donc on aura, si Ton pose m ^u lieu de s: 

Il P 2nK 

((2p+l)u)=— ^ jsinainu +^„(— l)»(8inam(u+2-q:j) + 



smam 



I • / ^"K \ , 1 ^/ 1 1 X 

2p+l / k 1 \. , (2m-l)iK\ . . ,(2m-lhK\; 

smam(u- — - — r— r- ) smam(u-^ — ~ — — — )' 



2p+l ^ ' 2p+l 

.111 (-^lYi î— —4- L____4. 

^ki","^ ^\. , , 2nK42m-l)iKV . . 2nK-(2m-l)iKV 

3,n am (u + ^-^j ) sm am(u. ^^^ ) 

+ T , , 2nK-f-(2m-llÏK\"'" "^ ; 2nK-(-(2m-l)iK\)îi 

sm am (u H r — — ) sm am (u )/ 1 

2p|-l 2p-fl 

cosam((2p+l)u)-=' 2~t:^| (-l)Pco8amu + (- Df-I^n (-1)» f cosam(u+^, ^)' + 

. . (2m-l)ÎK \ . . (2m-l)ÎK\ 
^ -- . „ ^am(u-— r — TT- ) ^am(u4-— --- 7— - ) 

, eosamCu--^^)^ +^1 (-1)"^ ?P±1-- IZIIE+Î^ 

+ cosam(.u 2p+l^; ^^ kf"^ ^U . . (2m-l)iK \ . ^ (2m-l)iKJ 

smam(u-— - — —- ) smam(u+- - — :— r) 
2p+l 2p-l-l 

. , , 2nK-r2m-l)ÎK\ . , 2nK-(2m-l)iK\ 

• P P ^am(u-| iT— T- ) ^am(u~ — — ) 

J.J_V 4- / ixn+m/ 2p+l 2p+l 

"^ kT"T V. , , 2nK-(2m-l)iK\ . , 2nK-(2rn-l)iK\ 

8,oam(u+ ^^^ ) smam(u. ^^^j-^ ) 

. ^ , 2nK+(2m-l)iK\ . , 2nK+(2m-l)iK\ 
_ ^^°>fa+ ^^ :p3 ) ^am(u. ^^^^ -) 

, , 2nK+(2m-l)iKV" . , 2nK+(2m-l)iKV T 
ginam(u + 2^3p^^ ) smam(u- ^jp+I > 

^amC{2p + l)u)= ^-L_ j(_i)P^amu+( - l)pi„ (^Wu+^^) + 

, (2m-l)îK\ , , (2m.l)ÎK' 

o rr . n C08am(u-— T — — - ) cosam(u-j — - — r-— - ) 

. . , 2nK .\ .^ , ,x / 2p-fl ' 2p+l \ , 

emamiu-— r — -— ) smam(u-| ^ — r— Y 

-ipi-l -^p-f-i 
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, , 2nK-(2m-l)iK\ , 2nK42m-1 )ÎK\ 
.cosamCuH ^--— ) co8am(u r^-j— ) 

^i","^ H. , , 2nK-(2m-l)iK\ . , 2nK.(2m-l)iK\ 

8inam(uH — :— ) 8inam(u- r — — ; 

2p+-l -^p+l 

, , 2nK-|-(2m-l)iK^ , 2nK+(2m-l)ÎK\ 
cos am (u+ ^ — f- ) cos am(u x — r- ) . . 

2p±i I ?P_±JL__ \ \ 

, , 2nK+(2m-l)iK\ "^ . , 2nK+(2m.l)iKV (' 
sinam(u4- 1^;^^ ) sin ani(u ^^^ ) 

On rédait maintenant ces formules à Taide des formules: (1), (2), (3),- 
(16), (27) et (33) du 10: 

• . j. 2nK,_^. , 2nK, 2 sinamu.cosam(^). ^am(|g^) 

smam(u + 2^)+s.nam(u-2^)= ^^^ , 

1 — k* sm'^am (^r — r—). su 



2p+l 



sm^ am u 



, _^ 2nK,^ • 2nK, 2cosamu.cosam(^^) 
e„sam(u + ^^) + cos«m(u-^^)== , 2nK . . , ' 

1 — k-'sin'^amCT — -— j-sm-'amu 

2p+l 

^ -- n Tx 2z/amu.^am(- — t~) 

. , , 2nK ... , 2nK. 2p-f 1"^ 

^am (u + ^ , . )+^am(u- - — p-) = ^ 



2p-f-l^' V 2p+r 2nK ^ . ^ 

1 — k-^sin-amC- — r—). sin'^amu 

2p+l 

L _, 1 2 sin am u . cos am v . ^am v 

"1 IT 



8inam(u-|-v sinam(u — v) sin^amu — sin^amv ' 

^ am (n 4"'v) ^am(u— - v ) 2cosamu . sînamv . z/amv 

sinam(a-f-v) sinamCu — v) sin^amu — sin^amv ' 

cosamCu-t-v ) cosamfu — v) 2.^amu.8Înamv.co8amv 

sinam(u-f-v) 6inam(u — v) sin^amu — sin^amv 

On aura alors: 

I. 2nK . . , 2nK . 
cosam(r; — r-7)-^aïn(;; — rr) 
l+2^„(-l)" ^ —- ^ \- 
l-k-^sm* am(- — î--).sin*am u 
2p+l 

,(2ra-l)iK\ . ,(2.m-.l)iK' 
A^ '^'^"^ 2p + l ^'-^^"^ 2p+l ) . 

sm-'amu — sm-^amC — ~ — ; ) 

2p-(-l ^ 
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,2nK— (2m— l)iK\ , ,2nK~ (2m-l)iK\ 
,C08 am C ^ — f— i — ) . ^ am C ^ — r-^ ) 

.^P±l L 

-(2m-l)iK' ~ 



cosamC -— — — ).^ 

_L '^-vv/^i^nf ?P±i 

^ kT"?"^ 'H . , . ^ ,2nK-( 

sin^ain u — sin-^am (^ : 



2p+l ^ 

,2nK+(2m - 1 )iK\ , .2nK4- f2m - l)iK\ 
C03am( ^^^ ).Jam( ^^_^^ - ), 

■^ . „ . „ ,2nK+(2in— l)iK\ 

2p+l 

/ ' 2nK 

(2) cosan.((2p+l)u)^-=^-5 (-l)P+2(-l)P.J„(-l)» f^ + 

^ I l-k^sin^am(- -jsm^amu 

J2ra-1)ÎK\ . ,(2ra— l)iK\ 

+ kf* ' • . , . . , Cni-l)IK' , + 

sm-^amu — sin'amC — ^^ : ) 

2p+l 

,2nK+(2m-l)iK\ . .2nK+(2ra-l)iK\ 

8inam( ).^am( -^ ) 

2'4 ^ , .,„.. / 2p+l 2p+l 



2i P P / 



.2 . « .2nK^(2m — l)iK\ 

sm-'amu — sin^am( ) 

2p + l 

2nK-(2in-l)iK' . ,2nK— (2m— l)iK' 



sin amf ; ) . // am ( 



2p + l 2p + 



ï^i 



sin^am li — sin^ami 



2nK^(2m — l)iK ' Ji' 

2p+l ^ 1 



(3) z/am({2p+l)u)=f?^-^{(-l)P+2(-l)pi„ ^ + 

l-k''sin''am(- — -) .sm^amu 
2p+l 



p 



i2m— l)iK\ /2Tn-l)ÎK\ 



+ 2i-^„(-i)". ^^^ — - — . 'r^^ — + 

1 -2 -2 .{2m— l)iK\ 

sm-^ amu — sm^am(- — ^ — ) 

2p+l 

2nK4-(2m~l)ÎK\ ,2nK+(2m~l)iK' 
8mam(— — -^ ).cosam( — ) 

11 \ . n . « ,2nK-f (2m~ l)iK\ 

sm ''am u — ein-'amC -z: — — ) 

2p+l 

2nK — (2m— l)iK\ ,2nK - (2m--l)iK\ 

__ «inam( ^^^^ ).cosam( ^^_^^ ) 

. „ . „ ,2nK-(2m-l)iK' 

sin -^am u — sm -^amC ^r ) 

2p+l 
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Chapitre sixième. 

Fonctions elliptiques des parties aliquotes de t argument. 

*^«^« Pour trouver les valeurs des fonctions elliptiques des parties aliquotes 
— de Targument u, où n est un nombre entier, il suffit évidemment de les 
trouver dans' le cas que n soit égal à 2, puis qu'il soit un nombre impair, 
puisque tout nombre entier n peut être mis sous la forme: n = 2'^(2p + l). 
Dans le cas de n — - 2 on déduit les valeurs de sin amQ), cosamC^), 
/:/am(^) en fonctions de sinamu, cosamu, et -^amu immédiatement des 
équations (6), (7) et (8) du U. Si l'on y pose ^ au lieu de u, on aura: 



8mam(^)-=± 1/ =zt: 1/ -- 

k ' 1 + cosamu ' 1 



cosamu 



+ ^ am u ' 

(1) Jcos am (") =± lA cosamu+'^amu _ ± k^ V 
1 ^14- -^amu k ' 



1- z/ 



amu 



-f-'^amu k ' ^amu — cosamu 



^ m) __ -4-1/ cosamu -f-'^ amu ut/|/ ^ —cosamu 

* 1 + cosamu ^ - 



— -i_ K y —j ■ 1 

+ cosamu ' ^amu — cosamu 

Puisque à la nféme valeur de sinamu correspondent deux valeurs de 
cosamu et /:/amu, à la même valeur de cosamu deux valeurs de /:/amu, 
et à la même valeur de -^amu deux valeurs de cosamu, ces équations 
donneront 8 valeurs de sinam (5) en fonction de sinam u, 4 valeurs de cos am (") 
en fonction de cosamu, et 4 valeurs de ^am(^) en fonction de /:/amu. 
Or les nombres de ces valeurs sont précisément les degrés des équations (4) 
du 29 pour 2p =- 2. 

Si au lieu de sinamu, cosamu ou z/amu, la valeur de l'argument u 

est donnée, on déterminera les signes des radicaux, si l'on fait converger le 

module k vers zéro, donc k' vers Tunité, K vers ^, sin am u vers sin u, 

cosamu vers cosu et ^arau vers + 1, ou si Ton fait converger k vers 

l'unité, donc k' vers zéro, K' vers ?^, et suivant 19: sin am (u, k) =^ 

. sinam(iu,k') . sîn(iu) e" — e"" , ^\ 1 

= -1. ,. , ., vers: — 1. — 7^— . ^ -rfi — .,i cosam(u,k) 



cosam(iu,kO cos(iu) e" + e-" cosam(iu,k') 

1 2 yi r ,, ^am(iu,k') 1 2 

vers — — — ^^ — , — , //am(u, k) -= -7-- vers — - - ^= — y— . 

cosCiu) e"4-e"" cosam(iu,kJ cos(iu) e" + e" 

Nous ferons en particulier successivement u ^=^ K, u =iK', u =— K ± iK'. 

Si l'on pose u =^ K, on aura cos am u = o, ^ am u ■-■■— k', donc : 

(2) sinam (^-j==----:p^~; 

''°^*™ 1 2 ; yr-ç^' k ' -^'*" Kî) =^ ^^ ■ 
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Les signes sont ici déterminés par la considération que, si k 

K 

2 



tend vers zéro, k' tendra vers Tunîté, K vers ^, donc sînam (^—) vers 



sin (^ } =• H- ~y2f cosam (-J vers cos (J^j '=^ + jK2^ ®* ^am (^) vers + 1* 

Si l'on pose u = iK', on aura en vertu du 25 : cos am u ^== cx>, 

-^amu = cx). Alors des deux dernières des équations (5) du 22 on tire: 

cos am (u + iK') 1 ^ annn 

z/ am (u + iKO k cos am u' 

, * , r .^ cosam (iK') oo _ 1 T^ 

dont la limite pour u == o sera: -—j ;:;77r "^ "» = T"- Donc on aura: 

z/am(iK) k 

iK' i ÎK', Vi+k , ,iK' 



(3) sinam (y) == — — , cosamCy) = 17^"' ^ ^^ ^T^ "" j/^l + k. 

Les signes des radicaux sont ici déterminés par la considération que 
si k tend vers Tunité, k' tendra vers zéro, K' vers ^, 

sînam(-r:, k') 8În(-) 

,iK\ . 2' . 4 

sm am(--) ■= i —. tendra vers: i ^= -f i 

2 ,K' . , TC^ ^ ' 

cos am( —, k ) cos(— ) 

^ 4 

.îK' , , 1 ^ 1 , /-, 

cos am(-^, k)= —^ — tendra vers : == -(- 1/ 2, 

cos am (^, k') cos(-r) 

Z • 4 

iK' ^am(|, k') ^ 
et z/am(— , k) == —^ — tendra vers == + 1/^2. 

cos am (— , k') cos(-) 

^ ^ ik' 

Enfin si Ton pose u ^ K ± iK', on aura en vertu du 81 : cosamu = zp -— , 

/:/amu^== o. Donc on aura: 

. /K±iK'^ TfTTjk' ,K±iK'^ IfY^ 

(4) smam ( ^ )=^y 1±-, cosam(— y- )-(1zf:i)|/ JL, 

Le signe de la première de ces équations est déterminé par la con- 
sidération qne^ si k tend vers Tunilé, k' tendra vers zéro, sinam (—) 
vers +1, cosam {— ) vers zéro, sinam (—) vers + i, cosam (-r-) vers + F ^^ 

^ £t A 

iK.' r K -I- ïPT' 

z/am(-— ) vers + |/ 2, donc sinam( — -— ) vers + 1. Les signes des 

^ 2 

deux dernières équations sont déterminés par la considération que si 
k est réelle, plus petit que l'unité et tend vers Tunité, k' sera réelle et 
tendra vers zéro, sinam (—) tendra vers + 1, cosam(— )et-=^am (— -) tendront 

vers + |/^k', sinamC— ) vers + i, cosam (^---) et z/am('— ) vers + |/^2, 

, /KdhiK\ ^ . /K±iK\, j ,. , , (lTi)K2k' 
donc cos am ( — - — ) et z7 am ( — - — ) tendront tous les deux vers f =f= 

= (1 =Fi) 1^1=1/1?. 1/^- 
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«j4. Supposons maintenant que le diviseur de Targument u soit un nombre impair 
2p+l. Si Ton pose x =^ sinam ( ), les valeurs de x, qui en nombre do 

(2p4-l)^ en général toutes sont différentes entre elles, seront suivant le pa- 
ragraphe 29, où Ton pose , au lieu de u, représentées par la formule: 

, ,, . u+2nK + 2miK' 

X = (~ 1)° sinam i . ^ , . ), 

^P + i 

et il suffira de donner ici à n et m toutes les valeurs entières depuis — p jus- 
qu'à 4* p, ou depuis zéro jusqu'à 2p, pour avoir toutes les valeurs de x. 

Ces valeurs peuvent toutes être exprimées algébriquement en fonctions 
de sinam u, de sinam ( , ), de sinam (^j-r), <îes (2p4- 1) racines de-f-1 

et de — 1. 

1 

En effet soit a une valeur quelconque de ((— l))*''"*"*, et ^ une valeur 
quelconque de ((1))*p+*, et posons: 



Or on a: 



+* "^^ û . ,u + 2rK + 2siK\ 

-:^r -s a^fcsinam( ^^ /". ) — 9, 

-p -p 2p 4- 1 

-5; X a'P' sinam( r— — ) =- ^. 

-p -p -^p + 1 



,u±(2rK4.2sîK'), 
smam{ — —r — ) == 

2p + l 

. u ^ , 2rK>^28iK\ , . , 2rK+2s îK\ , u , . , u . 

sm am {- -) .cos am( — ; — ) ± sm am( — ,- j.cos ara(r -).z/am(r — r-) 

^^ 2p4«r 2p4.l 2p4. 1 2p4.1 2p4-l 

^ 1 1 2 • 2 r " N • 2 , 2rK+2.siK \ 

l~k^sin^am(-^~p).sm«am( ^^ ^ ^ ) 

De plus les fonctions elliptiques de — - — -- — sont des fonctions rationelles 

2p-t-l 

2K 2iK.' 

des fonctions elliptiques de ^tti et de , -. Donc on aura: 

sin am( — :— j = a ± b . cos am(r — — r) . ^ am {- — r-—), ou a et b 

2p+l 2p-f-l 2p-|-l 

sont des fonctions rationelles de sinam (r — r- r), et des fonctions elliptiques 

, 2K , 2iK' 

de z. — 7~z et de ~ — r-r. Donc enfin on aura: 
2p-fl 2p-fl 

9 = A + B.cosam(2^^).z/am(2^ 

+ = A-B.co8am(2^).^am(2^), 

où A et B sont des fonctions rationelles de sin am (;- — — r), des fonctions 

2pi-l 

2K , 2iK' 



elliptiques de r — p- r et de j: — r-r, de a et de p. 

ip-j-l ^prl 
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Si Ton élève ces deux expressions à la puissance 2p -{- 1, on aura: 

« 

2p+l 2p+l 

^2p+i-^ U — V . cosam(r-'VT) • -^amfr-î— ) 

ip+1 -^p+l 

où U et V sont de même des fonctions rationelles de sinam (r~i_Jî des 

2K 2iK' *P I * 

fonctions elliptiques de , et de ^tt, de a et de p. 

De là on trouve: 

ç2p+«. ^2p+i^_. xja— V*^ cos^am (— ^) .^^amC^-^) — X, 

Ç2p+l_|_ ^2p4.l.^ 2 U, ■ 

où X est une fonction rationelle de sin am (- j--), des fonctions elliptiques 

, 2K ^ , 2iK' , . -, Q ^'^ 

de - T T et de r- t-t, de a et de p. 

2p+l ^ 2p+r »^ ^ 

Maintenant, si Ton remplace sinam (—7-) par une autre des racines 

2p I 1 u . 

de la première des équations (3) du 29, dans laquelle on pose -,- au lieu 

de u, ç^P+^ et 4»-p+* ne changeront pas de valeur. En effet, si dans la somme: 

r. ^'^' «rft, • .u+2rK + 2siK' 

9 = -^r-^s a'P'smamC r— ), 

-P -p 2p+ l 

on pose u -f- 2K an lieu de a, le terme : 

^ . ,u+2rK+2siK' , , 1 . mo . ,u+2(r-f l)K+2siK'A 

a"^ p* smam ( r — — ) sera changée en : — (aP+' p" sm am( z — p-; J I 

2p-f-l a zp-|-l / 

^ . ,u+2pK+2siK' 1 ^^^ . u+2rp+l)K + 2siK' 
et app»smam(- ——t ) en — (aP+^p^ sinam (—^- — V . . ' )> "^-^ 

1, ^lû . .ii-2pK+2siK' , ^,^,, 1, ,^ . u-2pK + 28iK' 

(aP+ip» sinamC ^ f- h2K))= — (-aP+^P»sinam( — çt]-, — )) ^ 



a ^ 2p-fl ' '^ a' ^ 2p-f-l 

1 ^ . ,u-2pK+2s!K\^ 

^-(a-pp-smam(-^^— )), 

puisque: a^P+*= — 1, donc — aP+* — a-P. Donc la somme ç sera changée 

9 
en -— . De même si Ton pose u -|- 2iK' au lieu de u, 9 sera changée en 

9 

-5-. Donc enfin si l'on pose u -|- 2nK + 2miK' au lieu de u, 9 sera chan- 

P 
gée en ^^^i et si Ton pose : 

. ^. . , u+2nK+2miK \ ,. , . , u ^ , , (— 1)"9 

( — l)"smam( — 7—, ) au lieu de sin am(^ -^/), 9 sera changée en - ^ 

' 2p+l 2p4-r' ^ ^ a".P'" 

Par la même substitution 4* sera changée en ^— / 

/( _l)n\3p4.1 

Or on a: a2p+ï=- - 1, p2p-^l= + 1, donc: (-7-gJ = + L Donc 

ç2p+i et \|;-P+* resteront invariables, si Ton remplace sin am (ô~j^) P*^ 

, -X . .u + 2nK -|- 2miK' , , ,. , , 

(_.l)"8inam( j: — 7—. ), c est-a-dire par une quelconque des autres raci - 

2p+l 
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cines de la première des équations (3) du 39. Donc enfin ç^p+^ et v|>2pt1 
sont des fonctions rationelles et symétriques des racines de cette équation. 

Mais une fonction rationelle et symétrique des racines d'une équation 
algébrique est une fonction rationelle des coefficients de cette équation. Or 
les coefficients de la première des équations (3) du Z9^ dans laquelle on 
pose rïT au lieu de u, sont des fonctions rationelles de k^ et desinamu, 
donc 9*-P+' et vp^^^-* sont des fonctions rationelles de k^ et de sinamu. Donc: 
ç2P4.i^2P^i_X, et 9^P+ï + iJ>-^P+«-- 2 U seront des fonctions rationelles de 
sînamu, de k-, des fonctions elliptiques de «77: et de . -, de JC et de ft. 

De ces équations on trouve enfin: 

2P4-J 2P4.1 



9 = y\] +"|/û^-x, + «= y\J~- ]/u^-x. 



Soit a^, tto, .... a2p.,.i les 2p -f- 1 valeurs diverses de ({ — 1))'^+* 

i_ 

et Pu P2, . . . P>p^i les 2p + 1 valeurs diverses do ((l))'^'''^^ et désignons 
par Un,m, X„,nj, 9n,m, 4'n,m l^s valcurs des fonctions U, X, ç et ^, quand 
on y remplace a par OL^ et p par ^m- On aura alors : 

■"v ^v r «<, . /u + 2rK+2sîK'\ ^p^V" " . ■,/-^,, " ^ 

Si Ton fait maintenant la somme de toutes les 9n,ini au nombre de 
(2p-|-l)-, on aura: 

'''4' %+' i^l^ { , /u + 2rK+28iK'\ ^p+i , ^ni , 

^n An Çn,in =AA Jsmam( -— j— I . ^ «n • -^m Pm |. 

2P+1 

Mais ^n aj^, ou la somme des r'*"" puissances de toutes les racines de Té- 

1 • 

quation a'^P+^^^ — 1, se réduit à zéro pour toute valeur de r, exceptée 

2P+1 

r= o, pour laquelle elle devient égale à 2p+l. De même 2^ P*, ou la 

j m 

somme des s'*""** puissances de toutes les racines de l'équation ^'^^^^ ^^ 1 se 
réduit à zéro pour toute valeur de s, exceptée s ^^ o, pour laquelle elle se 
réduit à 2p -|- 1. Donc on aura: 

2P4.I 2p+l 

-„ -2"^ 9„,„-= (2p + l)«8inamC---7), 
1 i -'P+l 

et de là: 

y J 2P+» 2Pil 
l 2P+12p.|.12pU -- 7— 

-"^ :Y~]\Y2 -^^ ^r4^^n,^+yiJ'lm—^n,m où Un,m et Xn,m sont des fonc- 
tions rationelles de sinamu, de k*^, des (2p4-l)'*™** racines de — 1 et de-f-l, 

et des fonctions elliptiques de ^ et de- 7. 

*^ ^ 2p+l 2p + l 

Une des valeurs de an est — 1, et une des valeurs de P^ est + ^* 
Or pour ces valeurs on a: 
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9n,m = -5r-^. (- If 8inam( ^— — ), 

donc égale à la somme des racines de la première des équations (3) du 29: 

N2P+1 JN2P+1 N2P+1 INap+i 

Mais la somme des racines de cette équation est égale à ~-— sinamu, et 

N2P+1 

■p 
puisque suivant les formules (4) du 28 on a: :;r^— =^ 2p-|-l, on aura pour 

N2p'vl 
2pj-l 

a„ = - 1, p„ ^ + l : 9„^„ = y^n^m+V^l^'- X„,„ - (2p + 1) sinamu. 
, De la valeur de sinam (^ — r- ) en fonction algébrique de sin amu on peut 

déduire les valeurs de cosam (^ — f-;) et de -^am (-— r— ). On peut aussi les 

^p "I ' 1 ^p ' |~ 1 

trouver directement et sous une forme plus simple de la même manière qu'on 
vient de trouver la valeur de sinam (—^). Pour trouver cos am ( ■ > ^) 

en fonction algébrique de cos amu il faut alors poser: 

+p -i-P /u+2rK4-2siK'\ 

9 '^^r^a a'p' cosami -— - — r- joù a et P sont deux valeurs quelcon- 

_p -p \ 2p-\~l / 

ques de ((- l))'^p+i, et pour trouver ^^ am '^rT:i' en fonction algébrique de 

^ am u il faut poser : 

^4% a A /u+2rK4-28iK'\ , , , ^ 

9 ^= -^r-^8 a"" p" z/ ami — r- ), ou a est une valeur quelconque de 

-p -p. ^ '^P I ^ ^ 

1 1 

((l)>p+i et P une valeur de ((— 1))2p+i. 

OÏ). Il s'agit maintenant de trouver les valeurs des fonctions elliptiques 

de ~^(—\ et de — — , - . Or on peut se borner à considérer le cas où 
2p-|-l 2p -f-l • ^ 

2p+l est un nombre premier. En effet si (2p+ 1) ^= (2p'-[- 1) . (2p"+l)» 

(2p'"+ 1) • . • où 2p'-|- 1. 2p"-}- 1, 2p"'-|- 1, ...sont des nombres premiers, 

2K 

2K (2p"-f l)(2p'"+l);. ^ ^ . . , 

on aura r — rr = , , , , et on trouvera suivant le paragraphe 

2p+l 2p'+l ' r -6 f 

précédent les fonctions elliptiques de cet argument en fonctions algébriques 

2K 

des fonctions elliptiques de ^^ ^^ — , des (2p' + ijième. racines 

(zp -[-l)C2p -j-l).... 

2K 2iK' 

de — 1 et de+ l, et des fonctions elliptiques de . , , ^ et de r— /t-;©^ 

2p'+ 1 2p +1 

ainsi de suite. Nous supposerons donc 2p-|-l un nombre premier. 

Les fonctions sin am ( , - ) et sin am ( , ) sont, la première au 

signe près, deux des racines de l'équation sinam ((2p -j-l )u) ^^ o, ou suivant 
29 de l'équation: 

N2p+i N.>p+i 

La forme générale des racines de cette équation est : 
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, ,. . /2nK+2mîK'\ 

X ■■=• ( — Irsinara — r— — I, et on aura toutes les racines dmerentes 

\ 2p+l / 

en nombre du (2p-{-l)^, si Ton donne à n et m toutes les valeurs entières 
depuis — p jusqu'à -f" p« Une de ces racines, qui répond à n ==» o et m ^^ o, 
est égale à zéro. On écartera ce facteur en divisant Téquation précédente 
par X. Si de plus on pose x*^^ J, on aura Téquation suivante du degré 

(2p4-l)--l o 2J_0 
~^-T2 == 2P^+ 2p en ï: 

^ , r . ^ /2nKdz2miK'\ 

dont les racines sont de la forme: r -=sin'aml — r— — I. On aura 

*^ V 2p (-1 / 

toutes les racines différentes de cette équation, si l'on donne an et m tou- 
tes les valeurs entières depuis o jusqu'à "p, à l'exception des valeurs coïnci- 
dentes n = o et m ^=^ o. ' ' 

Or la résolution de Téquatîon (1) peut être ramenée à celle de deux 
équations l'une du degré p, l'autre du degré 2p-|-2. 

D'abord on remarque que les racines de l'équation (1) peuvent être 

' *' ^ . ' f -2 / 2nK \ . 2 /2miK'\ 

représentées par les trois formes: sm^^am I^xtJ' ®^° "^ ( ô~ZrT ) 



• o / 2nKifc2iK>^ \ M ^ , 11 

sin^^am (m . — - — j— — ), ou 1 on donne a n et m toutes les valeurs entières 

2p4-l 

depuis 1 jusqu'à p. 

En effet toute valeur J =- sin'^amu, dont l'argument u satisfait à l'équa- 
tion: sin am ((2p -\- l)u) ^= o. est racine, de Téquation (1). Donc sinami - — ; — ) 
/2miK'\ V2p-fiy 

et sinami ^r—j—l représente chacun un nombre p de valeurs différentes 

de J. Les autres valeurs en nombre de 2p^ seront représentées par 

. „ . 2nK±2iK\ ^ . .. , 

sin' am Qm . n \ -i — )''> ^^^ aucune de ces dernières valeurs ne coïncident 

V ' . ,^ . n / 2nK\ . „ /2miK'\ 

pas avec les valeurs précédentes: sin^am I - ) et sm-'am l — — — 1, et on 

peut démontrer qu'elles sont en général toutes différentes entre elles. En 

effet, si l'on avait pour une valeur quelconque du module k: 

..^ , 2nK±2iK\ .^ , , 2n'K±2iK\ 

sm*am (m . — — ) -~- sin*am (m' . — -— — ), 

2p -f- 1 2p-t-l 

il faudrait en vertu du 24 qu'on eût: 

2nK±2iK^ , 2n'K±2iK' 

™ • — 7. — r-^ — ~" 2rK + 2siK'± m'. — - — -— — , 
2p-{-l 2p4-l ' 

ou: 2(mn ± mV)K± 2lm ± m') iK' -= 2r (2p + 1)K + 2s (2p + 1) îK', 
où r et s sont des nombres entiers quelconques et les signes doubles sont 
indépendants l'un de l'autre. Or si cette équation avait lieu pour une 
valeur quelconque du module k, il faudrait qu'on eût séparément: 

6* 
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m ± m' -= s{2p 4" l)i et ron ^ ro'ïi' ^^ r (2p + !)• Mais puisque m et m' 
sont des nombres entiers depuis 1 jusqu'à p, m =fc m' est moindre que2p4-lî 
donc pour que m i m' ^= s (2p -[" Di '1 faudrait avoir le signe inférieur, 
m •-"= m', et s = o. La seconde des équations précédentes deviendra alors: 
^ m(n i n') = r(2p -\- 1), ce qui est impossible, puisque m et n i n' sont 
toutes les deux des nombres entiers moindres que 2p ~|- 1 qui est un nombre 

premier; à moins qu'on a le signe inférieur, que n •^= n' et r ^== o, dans 

1 ^ , 2nKdt2iK' ^ , 2n'K±2iK' . ., ^ 

lequel cas les deux valeurs: m . — r- ,-— — et m . — - — r— — coïncident. 

2p+ 1 2p+l 

Donc toutes les racines de Téquation (1) seront représentées par les 

valeurs : 

. „ / 2nK V , . ^ /2miK'\ 
• ï»'==^^"M^pq^>^"'^''"^"'l27fï> 

. 3 / 2nK + iiK'\ , . 2 / 2nK — 2iK'\ 

ïn,m = sm'^am ^^m. — ^— — — J, ïV»^ sm^am f m. — ^--— — 1, 

où Ton donne à n et m toutes les valeurs entières depuis l jusqu'à p, et 
ce» valeurs seront en général toutes différentes entre elles. 

Soit maintenant X une fonction quelconque symétrique et rationelle 
des quantités: 

sin^amu, sin^am(2u), 8in^am{3u), sin^am(pu). 

Puisque on peut- exprimer sin^am (nu), où n est un nombre entier, en fonc- 
tion rationelle de sin^amu, la fonction X sera une fonction rationelle de 
sin^amu: X= F (sin-amu), et on aura, puisque elle est une fonction symé- 
trique des valeurs précédentes: 

F(sîn^amu) -= F (sin^am (2u)) -= F (sin^am (3u)) -= F(sin^am (pu)) 

où u est une quantité quelconque. 

Si Ton pose au lien de u successivement 

2K 2iK^ 2K+2iK^ 4K-f2ÎK' 2pK + 2iK^ 2K — 2iK^ 

2p-fl' 2pf r 2p+l ' 2p4-l '•*•• 2p+l ' 2p+l ' 

4K-2iK' 2pK — 2iK' 

F(f ,) - F(ï,) = F(ï3) - - F(ïp), . 

F(ï',) - F(i'^) ^ F(ï'3) = = F(ï'p), 

F(ri„)-F(ï„2)--F(ïi,3)= = F(ï,,p), 

FCÏ2,l)-"= F(j2,2)^ F(j2,3)^^ '=^ F(hip\ 

^^^ ^F(rp„)--F(rp,2) = F(ïp,3) - *== F(ïp,p), 

|F(i'i.i)-F(j'i,2)-=F(ri,3)- : . - F(î'i,p), 

F(jW)-=F(ï'2vi)-=F(ï',,3)- - F(j',.p), 

F(ïVi)--F(ïV2) = F(Vp,3)-.*. .'/. /='f(ïVp).' 
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Si Ton forme maintenant l'équation: 

(x-F(î,)).(x-F(ï',)).(x-F(ïi„)).(x-F(Ï2„)) (x-F(ï,„)). 

.(x-F{ï\,i)).(x-F(î'au)) .(x-F(jVi))- 

= x^'+H q2P+ix"+'+ q2px»'4- + q. X + q., 

les coefficient» q», qi, . . . . qmi seront des fonctions rationelles 'et sy- 
métriques de: 

F(ïi), F(î'i), F(ïi,i), F({j„) F(ïp,i), F(ï'„i), F(j'2,i)- • • F(ï'p,i)- 

Or on peut les exprimer en fonctions rationelles du module k. En efifet une 
fonction quelconque rationelle et symétrique des 2p -|- 2 quantités précéden- 
tes, est une fonction rationelle des quantités: 
Pn Pîi p3i • • • • P2P+2, où: 

pk-(F(ï,))'«+(F(ïS))M-(F(ï,,i))'^+(F(ï2„))'^+ — + mh.i)y + 

+ (Ffï'i,i))'^+(F(ï'„i)'^+ + (F(ï'm))S 

et en vertu 'des équations (2) on a: 

mh)')''+ (F(ï'i))'+4 {(F(ïo„))M-(F(ï'.,.))M -= 

= (F(ï,))'+ (F(|'2))'-f i. { (F(ï„,a))'' + (FCr^a))' } - 



= (F(ï,))H (F(ï',))''+ ^. {(F(ï.,p))* 4- (FttV»))" }, 
donc: 

Pk = -^ 4 |(F(JJ)' + (F(î'„))' +4 { {F(ï„,„)j'' + (F(ï',,J>k )\. 

P 1 1 

Les quantités pj, P2) Pa • • • P >p^2 sont donc des fonctions rationelles et 
symétriques des 2p^ -f- 2p racines de Téquation (1). De là il suit quon 
peut les exprimer en fonctions rationelles des coefficients de cette équation^ 
c'est-à-dire du module k. Donc enfin on peut exprimer les coeflicients 
^O) <li) • • • ^ ^sp+i on fonctions rationelles du module k. 

La fonction F({i) est une fonction quelconque rationelle et symé- 
trique de Ji, Ï2. . • • . ÏP, F(ï',) la même fonction de f'i, j'^» • • • î'p* 
Donc on les trouvera en fonctions rationelles du module k par la résolution 
de l'équation du degré 2p 4~ 2 : 

(8) x«f« + q,p,, x'^'+' + q,p x« -I- + qix + qo =- o. 

Soit de plus: 
(x— ïi)(x~-Ï2) . . . Cx~Ïp)-='xP+rp_ix^-i+rp_2xP~H- ••• + riX-f-ro. 
Les coefficients ro, rj, . . . . rp_i seront des fonctions rationelles et sy- 
métriques de Ji, J21 • ïp- Donc on peut faire successivement: 

F(ïi) =» ro, = ri, = r2, . . . . -^rp_i, et on détermmera les p coefficients 
To, ri, . . . rp-i par la résolution d'un nombre p d'équations de la forme (3). 



sin*am 
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Enfin on trouvera Ji -- sîn^am l - 7- 1 par la résolution de Téqua- 

tion du degré p : ^ 

(4) xP4- rp_ix^-^+rp_2xP-2-[_ . , . . _|.^^ ^ ^ j,^ -__ ^ 

Puisque l'équation (3) est du degré 2p'f 2, elle donnera en général 
2p -|- 2 systèmes de valeurs des coefficients de Péquation (4), et la résolu- 
tion de celle-ci donnera donc (2p -f- 2).p -= 2p2-j- 2p racines, qui seront 

les 2p2-|- 2p racines de Téquation (1). Une d'elles sera donc la valeur de 

/ 2K \ „ . . 9 /^ 2iK' \ , , , 

( ^ , I, une autre celle de sm^am!^— p I, et le reste les valeurs 

de sm^ara I — .^ — I, ou n et m sont des nombres entiers depuis zéro 

jusqu'à p à l'exception des valeurs coïncidentes n -o, m==o, ou m=l, et m -=^ o, 
n — o ou u — 1. 

La résolution de l'équation (1) du degré 2p*-|- 2p est donc réduite 
à la résolution de p équations (3) du degré 2p + 2, et d'une équation (4)^ 
du degré p. 

Chapitre septième. 

Développement des fonctions elliptiques en séries infinies, 

^^» On développe facilement les fonctions elliptiques en séries infinies à 
l'aide des formules du cinquième chapitre sur les fonctions elliptiques des 
multiples de l'argument. 

Si dans les formules (10), (1 1), (13) du 31 et (1), (2), (3) du 32 on fait croî- 
tre p indéfiniment, on tro]ivera immédiatement les limites des premiers termes tant 

, 2n 2m _ ,.,,.,. 

que les rapports ^ , et ^ , tendent vers zéro, et il s agit seulement a 

démontrer que les limites des premières séries coïncident toujours avec les 

séries correspondantes à ces limites des premiers termes, et que les séries 
infinies résultantes soient convergentes. 

Or sur la convergence ou la divergence des séries infinies on a les 

théorèmes suivants: 

00 

1. La série -^nf(n) est convergente, si l'on peut trouver un nombre 
positif 8 tel que l'expression n * f(n) tend vers zéro, tandisque n croît 
indéfinement. 

La même série sera divergente, si l'expression nf(n) tend vers une 
limite diff'érente de zéro, tandisque n croît indéfiniment, et que la fonction 
f(n) reste toujours positive ou toujours négative pour toute valeur de n plus 
grande qu'une limite quelconque finie, ou, quand f(n) sera une fonction imaginaire 
de n, si ces deux conditions ont lieu pour la partie coefficient de y — 1. 
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2. La série ^n( — l)''^(n), - où nous supposerons que f(n) pour toute 

I 

valeur de n plus grande qu'une limite quelconque finie reste toujours posi- 
tive, et que sa valeur numérique décroisse constamment pour des valeurs 
croissantes de n, ou, si f(n) est une fonction imaginaire, que ces conditions 
aient lieu séparément pour la partie réelle et pour la partie coefficient de 
|/ -1, — est convergente si f(n) tend vers zéro, tandisque n croît indéfiniment. 
La même série est divergente, si ffn) tend vers une limite différente 
de zéro, tandisque n croît indéfiniment. 

00 00 

3. La série double 2^ ^m f(n,m) est convergente, si Ton peut trouver 
deux nombres positifs 5 et S' tels que, tandisque n et m croissent indéfini» 
ment, l'expression n ' . m » . f(n,m) tend vers zéro pour toute valeur 
du rapport — . 

La même série sera divergente, si l'expression nmf(n,m) pour une va- 
leur quelconque du rapport - tend vers une limite différente de zéro, tan- 
disque n croît indéfiniment, et que la fonction f(n,m) reste toujours positive 
ou toujours négative pour toutes les valeurs de n ou m plus grandes qu'une 
limite quelconque finie, ou, quand f(n,m) sera une fonction imaginaire, si 
ces deux conditions ont lieu pour la partie réelle, ou qu'elles aient lieu pour 
la partie coefficient de j/'-l. 

00 ,00 

4. La série double -^a -^mC— 1)" f(n,m), — op nous supposerons que 

1 1 
la fonction f(n,m) pour toutes les valeurs de n on m plus grandes qu'une 

limite quelconque finie, reste toujours positive ou toujours négative, et que 
sa valeur numérique décroisse constamment pour des valeurs croissantes de n 
et pour toute valeur de m depuis l jusqu'à <» et pour toute valeur du 
rapport —, ou que f(n,m) soit la somme de deux parties, dont Tune est. 
toujours positive, l'autre toujours négative, et dont chacune remplit les 
conditions précédentes, ou enfin, si f(n,m) est imaginaire, que ces conditions 
aient lieu séparément pour la partie réelle et pour la partie coefficient de 
y -1, — cette série est convergente, si l'on peut trouver on nombre posi- 
tif 8 tel que, tandisque m croît indéfiniment, l'expression m ' f(n,m) tend 
vers zéro pour toute valeur de n depuis 1 jusqu'à oo et pour toute valeur 
du rapport -. 

' La même série sera divergente, si, tandis que m croît indéfiniment, 
l'expression mf(n,m) pour une valeur quelcorjtjue de n depuis l jusqu'à oo 
ou pour une valeur quelconque du rapport - tend vers une limite dif- 
férente de zéro. 

00 00 

5. La série double -2'„ JS'n,(-l)nr>nffn^n,), — où nous supposerons que 
la fonction f(n,m) pour tontes les valeurs de n ou de m plus grandes qu'une 
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limite quelconque finie reste toujours positive ou toujours négative, et que 
sa valeur numérique décroisse constamment pour des valeurs croissantes de 
net pour toute valeur de. m depuis 1 jusqu'à oo, ainsi que pour des valeurs 
croissantes de m et pour toute valeur de n depuis 1 jusqu'à qo , et enfin 
que la valeur numérique de la différence f(n,m) — f(n -\- 1, m) décroisse pour 
des valeurs croissantes de m, — ou que, si ffn^m) est imaginaire, ces con- 
ditions soient rét^isées séparément par la partie réelle et par la partie coeffi- 
cient de |/^-l, — cette série est convergente, si, tandisque n ou m croît 
indéfinement, la fonction i(n,ra) pour toute valeur de m ou de n dépuis 1 
jusqu^à 00 et pour toute valeur du rapport - tend vers zéro. 

La même série sera divergente si, tandisque n ou m croît indéfine- 
ment, la fonction f(n,m) pour une valeur quelconque de m ou de n depuis 
1 jusqu'à 00, ou pour une valeur quelconque du rapport - tend vers une 
limite différente de zéro. i 

00 

6. La série iT„ (l-f(n)) — où nous supposerons que la valeur nu- 
mérique de la fonction f(n), ou, si elle est imaginaire, son module, finît par 
être toujours plus petit qu« Tunité, — est convergente, si Ton peut trouver 
un nombre positif 5 tel que, tandisque n croît indéfiniment, l'expression 
n ' f(n) tend vers zéro. 

La même série sera divergente, si, tandisque n croît indéfiniment, 
l'expression nf(n) tend vers une limite différente de zéro. 

7. La série /Tn ~z -r~r — où nous supposerons qu« les valeurs 

numériques des fonctions f(n) et 9(n), ou, si elles sont imaginaires, leurs 
modules, finissent par être plus petits que Tunîté, — est convergente, si 
l'on peut trouver un nombre positif 8 tel que, tandisque n croît indéfiniment, 
l'expression n "r" (f(n) - 9(n)) tend vers zéro, i 

La même série sera divergente, si, tandisque n croît indéfiniment, 
l'expression nff(n) — ç(n)) tend vers une limite différente de zéro. 

00 00 

8. La série double /Z„ -^m (1 -f(n,m)) — où nous supposerons que la 

11 
valeur numérique de la fonction f(n,m), ou, si elle est imaginaire, son mo- 
dule, finît par être plus petit que l'unité - est convergente, si Ton peut 
trouver deux nombres positifs 8 et 8' tels que, tandisque n et m croissent 
indéfiniment, l'expression n • .m ' . f(n,m) tend vers zéro pour tonte 
valeur ^du rapport 

La même série sera divergente, si, tandisque n et m croissent indéfi- 
nement , l'expression nmf(n,m) pour une valeur quelconque du rapport 
tend vers une limite différente de zéro. 
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00 00 1 — f(n m) 

9. La série double JT„ JT„- ' . — où nous supposerons que les va- 

i 1 U9(n,m) 

leurs numériques des fonctions f(n,m) et 9(n,m), ou. si elles sont imaginaires, 
leurs modules, finissent par être plus petites que Tunité — est convergente 
si l'on peut trouver deux nombres positifs 8 et 8' tels que^ tandis que n et 
m croissent indéfiniment, l'expression n ' . m ' . (f(n,m) — ç(n,m)) tende 
vers zéro pour toute valeur du rapport — . 

La même série sera divergente si, tandis que n et m croissent indéfi- 
niment, l'expression nm . (f(n,m) — ç (n,m)) pour une valeur quelconque du 

n • 

rapport tend vers une limite différente de zéro, 

m 

Le théorème de convergence ou divergence 1 est donné par Cauchy 
dans ses Exe. Math. Vol. II, les théorèmes 2 et 6 dans son Cours d'Ana- 
lyse. On démontre facilement les autres théorèmes de la même manière que 
le théorème 1. 

«^■» Pour développer les fonctions elliptiques en séries infinies nous sorti- 
ront des équations (1), (2) et (3) du 32. En y substituant u au lieu de 
(2p'4-l) u on peut les mettre sous la forme: 

S/ 2nK \ . / 2nK \ 
cosami - — ,-- 1. ^SLml ^r— r^ I 
l.k.mam(^-^j.sm^am^--^J 

/ u \ i /(2ra-l)iK'\ , /(2rn-l)iK'\ 

^ smami- ,- J , i cosami-^ , ^ ], ^J Ami — - — r— - I 
2u _ \2p+ l/ 1 J^ V 2^-f 1 J \ 2p+l J 

"^k- / u \ •(2p4-l)^i7". 2 /"u \\., /(2m-l)iK'\'^" 

,2nK+(2m-l)iK\ , .2nK+(2m-l)iK\ 
,cos am ( — r-- — — ) . ^ am ( — —- ) 

- J_ i ^ r ir/^-- - 2P+^ 2p+l 

^ Ti ^ \ ., , u , ., .2nK+(2m-l)iK', ^ 

sin'amC^-^ l)-8.n« am ( - ^p^. i ) 

,2nK-(2m^l)iK\ , ,2nK— (2m - l)iK\ , 

1 2p-(-l _?P+_1 U. 

-a /" \ . « "2nK-("2m - l)iK\ /(' 

f'>\ (-1)' ,- " N 

(2)cosamu=— -.cosamC^p^-j). 

, 2nK 



H-2^„(-l)". 



f l 1 I 2 • 2 C ^"^ 



l-k^sin^Hm( " 7" )• sin^am(; 



2p + l'- >-}-! 
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,(2m.l)ÎK\ . , (2ni-l)ik \ 

k 2p-fl 2p+l i ' , u ^ . .^ ^ (2m-.l)iK ^ 

' ;:2p+l 2p+l 

^2nK+(2in-l)iK' . .2nK+(2in-l)iK\ 

i"»^ ^^ .^ , u , .^ , 2nK+(2m-l )iK\ 

sin-^amC i . )— sin*am( ^ , ^ j 



,2nK— (2m— l)iK\ . .2nK-(2m— l)iK\ 
3,oam( ^p^^ ),^am( ^^^^^ ) 

. 2 ^ « ^ .2 . 2nK-(2m ~-l)îK\ 



) 



2p+l ip+1 ) 1 i_k.si,»aa,(|^).sin*am(2^) 

' . A2m-l)iK\ ,(2m-l)iK\ 

1 sinamC — r — r-r- ).C08am(— jr — r— - ) 

+ 2i.^am(— —-).—— <^„(-l)'». ^ ^^ + 

2p+l 2p-|-l|i / a N -2 ,(2m-l)iK' 

,2nK+(2m-l)iK\ ,2nK+(2m-l)iK\ 
8inam( -r-— ).co8am( ^-j- ) 

^ ." ."^ M .„ , u - .„ , 2nK+(2m — l)iK\ 

8.n«am (2^^) - sm^'amC ^:^^ -) 

,2nK— (2iii— l)iK\ ,2nK— C2m-l)iK\ 

_ "" 2p+i — J-<">«'^'"( 2FFÏ — ~\\ 

. „ . u . . , ,2iiK-(2m-l)iK\ )\' 

^■" •^"' Csi+ï)- «^^ *™<^ — vFi ) ' 

On fait maintenant croître p indéfiniment. Alors on aura: 

i 1 \ (sinam( ) 

lim l—L^ a;„arv.(_^- ) -o; Hni ; ^P+^ 

2p+l ^ ' p=oo I ^ u " 



2p+l 

lîm cosamf-— T--) ^ l ; ï»ni < . ^os am(r— 7-7) [ = o. 

==«. 2d+1 d=oo12d+1 2d4-1 ^ 



p 



2p+r p=oot2p+r '2p+ 

, 2nK , . , 2nK , 
p cosamC— --).z/am(— j-^) 

Les séries finies: -S'oC — l)". ^ et 

1 .k«8in^ara (^y^ ) . sin'^aii.C— ~) 

, 2nK. 
co8ain(— — ) 



— n( — 0- ' ~ — ' ffT^T tendront pour des valeurs mde- 

1 — k^sm ^am(--Y—) . sm^am (^t-t-t) 
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animent croissantes de p vers des séries infinies, lesquelles seront convergen- 
tes en vertu du théorème 2 du paragraphe précédent, puisque pour n = p: 

lira cosam (~ -, -) = cosam K = o: 
p=oo 2p+l 

Donc les produits de ces séries par - — : - tendront vers zéro. 

2p+l 

Considérons maintenant la limite pour p == oo de la série: 

i2m-l)ÎK\ , J2m— l)iK\ 

DOS am (- ^ — 7— ) . J ara ( — - — — ) 

^ 1 2 p+l 2p +l _ 

"'m 



."•(2p+l)« . , , u . . , ,(2m-l)iK\ 
8.n^am(-p-^-) - s.n^an, ( ^^j^^ ) 

On voit ici immédiatement que les premiers termes de cette série, tant que 

2ni-l , , , , . , , .. 

T — T— tend vers zéro, tendront vers les premiers termes de la série: 
2p+l 

p 1 

^'"u2^â2m-l)ÎKÔ** 
Qr on peut démontrer que ces deux séries ont la même limite pour 

des valeurs infinies de p, ou que la limite de leurs différence est zéro. En 

effet, si Ton désigne par F(p) la différence de ces deux séries, et qu'on pose 

pour abréger: 

(2m- l)iK' cosamc.^ams 1 , ^ 

2p+l •2^"\ •*>*/" V* « 



on aura: F(p) =:^„— — ^. 



(2p+ 

Maintenant on remarque que 9(e) est une quantité finie réelle ou 
imaginaire pour toute valeur de m depuis m = 1 jusqu'à ra ^= p, même si 

p croit indéfiniment. Car si sin^am(r — r—) — sin^am 6 = o, il faut qu'en 

2p+l 

u 1+k^ 

même temps on ait: (- — tt)^" ®^ "— o, et alors on trouvera 9(s) =---= — - — ; 

2p-|-l o 

le numérateur cosam c . ^ams ne peut devenir infini que dans le cas 

9m — 1 

^e lim (- — -—).-= 1 et alors on aura: liras -= iK', donc: 
p= 00 2p + 1 

i:^ cosams.z/ame 

__ / \--k. 

^'~ \sin^am(- -t— ) — sin^ams/ 
Puisque 9(2) sera toujours une quantité finie, la limite pour p -= QO de la 



^ 9(e) 
• 2p+l 



série -5"^, - — — - sera aussi une quantité finie; donc la limite de la série 



^ 9(s) 



--m 17. — r":^o^^ F(p) sera zéro. Donc enfin on al 
I (2pH-lr 
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,(2m — l)iK\ , f2in-lMK^ 
,JrL)(2p+ipr"' .3 . u . ., ,(2m-l)iK\ 

00 1 00 1 
V t 'V ^ 



i" u*- ((2m-l)iK')* ."'u*+(2in-l)*K"'* 
Cette série est convergente en vertu du théorème 1 du paragraphe 

précédent, puisque ^. i\(iic^2 ^®°^ ^^^^ ^^^^ pour des valeurs in- 

finies de m, tant que 8 < 1. 

De la même manière on cherche la limite pour p = oo de la série: 

i2m-l)iK' , /2m— l)iK\ 

sm am( r- j, ^ am ( ; ) 

^r-n» 1 2p+l ^ 2p+l ^ 



T . 1 . . 2m — 1 

Ijes premiers termes de cette sene, tant que 7^~~T~r tend vers zéro, tendront 

vers les premiers termes de la série: 

" (2m~l)iK' 



-^m (-1)". 



u^-((2m-l)iK0^* 
Or on peut démontrer que ces deux séries ont la même limite pour 
des valeurs infinies de p, ou que la limite de leurs différence est zéro. En 
effet si l'on désigne par Ffp) la différence de ces deux séries, et qu'on pose 
pour abréger: 
(2m — l)iK' sinara£.z/am£ 's . , 

^: i ^= g . . ï r= mrs) 

sm^amC^^P - sm^am e (^-^^^-e- 

on aura: F (p) === -2'„ (-!)•". -î^. 

1 2p+l 

Maintenant pour p ^^ oo la limite de 9(e) sera toujours une quantité 

finie. En effet on. a: lim ©(s) = lim (-- ; ) et siname ne peut dis- 

s sm am e 

, , 1 z/ am s . 

paraître qu avec s, et alors on aura : r- =^ o, et ^ am s ne peut 

e sm am e 

devenir infinie que dans le cas de lim(— — ; — ) = 1, et alors on aura*. 

^ ^2p+l^ ' 

lim s =- IK' et lim(^^^-) =- — ik. 

sm am e 

* 

On remarque de plus que, si l'on augmente m d'une unité, la quantité 

. . 2iK' , 
s sera augmentée de r — p— ; donc on a : 

2p-j-1 

"il (-l)"'9(s)-=(-l)™ç(s)+(- D^-^'çls + ^~^) -- ( - l)"(ç {£).9(e +|^)), 



9â 

et si Ton pose m = 2s - 1, et quon suppose p un nombre impair, on aura 

pour des valeurs infinies de p: 

p "V 9ÎK' "^ dgÇ{e) 

lîm ^, (-l)"9(e) = - lira f s (9(s) 9(s+ g^^)) -= 2iK' . lim -^. ^-^^, 

2 dg9(s) 

et de là: lim F(p) — 2iK' lim -5", 7,r-T-i-T2- 

i (2p+l)' 

Si Ton différentie maintenant par rapport à e l'expression: 

/ X ,. ^ 1 z/am s. 

lim cp(s) -=^- lim C ; — — ), on trouvera: 

^^ s smams' 

_. , / X ,. ^cos am s 1 . 

hm d£9(e) -= limC--^ — --^. 

sm^^am s s** 

^ lî . y^cos am £ 1 . . , ^ . , 11 

Or 1 expression {-.- t, «) reste une quantité finie réelle ou 

^ sm^am S s^ 

imaginaire pour toute valeur de m depuis m ^= 1 jusqu'à m -^ p, même si p 

croît indéfiniment. Car siname ne peut pas disparaitre qu'avec e et alors 

cosam s 1 2k2-l _, ..... 

on trouvera: . ., ô ~ .. «» et cosam s ne peut devenir infinie 

sm^am s s* 6 

, ,. .2ra — 1. , .„, _ cos am s ^ 

qu avec lim tv — ,— , ) ^= 1, £ ^iK, et alors on aura: -r-s ^^=^ o. Donc 

^ 2p-}- 1 sm^am s 

. * d£9(s) 

la limite de la série -S'a ^ - - sera toujours une quantité finie, et la limite 

p+i j , • 2p-f 1 
rds9(£) 

de la série -5g— — r— _oudeF(p) sera zéro. Donc enfin on a: 
I (2p4-l)* ^ 

,(2m — DÎK\ . ,C2m— l)iK\ 
sm am( - — j— ) .d am( — - — r— — -) 



,= oo(2p-|-l 1 



tc-D". 



2p+l '■ ^ 2p+l 



. » f ^ \ • 1 .(2rn — l)iK\ 



Cette série est convergente en vertu du théorème 2 du paragraphe 

précédent, puisque „ , — —imTa tend vers zéro pour des valeurs infi- 

u''-f-(2m — D^K^ 

nies de m. 

Nous chercherons maintenant la limite de la série double: 

,2nK+(2m-l)iK\ . ,2nK 4-(2m-l)iK\ 

^ 4r-n. -J_ ^^' ' ^+ ^" '~ 

-"f""^ ^^•(2p4-l)«- r « ^ .» ,2nK4(2ra-l)iK\ * 

sm*am(2^p-sm-am(- - 2p-^- ) 

*. . , , . 2n 2m- 1 _ 

Les premiers termes de cette série, tant que ^ ^- et - — .— : tendent 
^ ^ 2p+l 2p+l 

vers zéro, tendront vers les premiers termes de la série : 



p p 1 

^ -S ( — U" — 



I I 



a'^-(2nK+(2ra-l)iK0 



/^2• 



i)4 

Or la limite pour p ^== oo do la différence de ces deux séries est zéro. 
En effet, si l'on désigne cette différence par F (p), et qu'on pose poar abréger : 

2nK-f (2m— l)iK' cosame.z/ams 1 , ^ 

1 — = e^ . = o (s), 



P P 



ç(e) 



on aura: F(p) = 2'„ 2'„( — 1)°. 

I I (zp-f-l)^ 

Maintenant on trouve comme auparavant que 9(e) est une quantité 

finie pour toutes valeurs de n et de m dépuis 1 jusqu'à p, même si p croît 

indéfiniment. De plus quand on augmente n d'une unité, la quantité e sera 

augmentée de , . ; donc on a: 

S(-l)"cp(s) = {-l)"(ç(e)-9(e + ^^)), 

n ^Pi~ • 

et si Ton pose n ^==» 2r — 1, et qu'on suppose p un nombre impair, on aura 

pour des valeurs infinies de p: 

p-j-i P4-1 

p 2 2K 2 deO (s) 

lim:^„ (-l)"9(s) - — lim 2,((fU)--<?{z+---A) ^-^ 2K.lim3, --"— , etde là: 

p+i 

2 P ds9(£) 
limF(p) -=2K.lira-2;-5'„ 



\ ^*^' / 1 (2p+l)^- 

Maintenant on a pour des valeurs infinies de p: 

1 cos am s.z/ams, 

£^ sin^am s 
et de la en différentiant: 



,. , ^ -, ^ 1 uu» util o . z^ aiii o. 

hm ç(s) = hm (^ . g_. ), 



1 — sm-'am s 



lim di 



;?{S) - 21im( ^3 -1). 

\ sm^ame s^/ 



1 ^+J^^ . 2 

1 — sm^am 6 

Or l'expression: — —5 _- reste une quantité finie, 

réelle on imaginaire, pour toutes valeurs de m et de n dépuis 1 jusqu'à p, 
même quand p croît indéfiniment. Car sinrame ne peut disparaître qu'avec e, 

1 — sm-^am e . 

et alors on trouvera : lim ( r-i — ~ï ) "^ o« De là il suit 

\ sm^am s e^/ 

. p dg9(£) 
que la limite pour p -^ x de la série : ^m w r - sera une quantité finie, 

p+i 
î^ p deÇ(63 

donc aussi la limite de la série double: 2^2^^—- ,-%«• Donc enfin la li- 

1 i (2p+l)^ 

P4.1 

~r p dg9(s) 

mite de la série: ^r -^m rz — rzci sera zéro, ou lim.F(p) — o. On a donc: 

(2p + l)^ 



t I 
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,2nK+(2m-l)iK\ , ,2nK+(2m-l)iK'. 
( 1 P p cosamC ^— — ).z/ain( -^-— ) 

p = »k2p+l)«i°,°'^ ., , u . ., >K + (2in-l)iK\ 
( 8in«am(2^)-8m«am( :^ ) 



00 00 1 



n-mv *, . u2.(2nK+(2m-l)iK0^* 



Cette série est convergente en vertu du théorème 4 du paragraphe 
précédent, puisque: 

m 1+5 (i„ + 2--^r)' 



2n 2n 

tant que ô <^ 1, tend vers zéro pour des valeurs infinies de m, pour toute 

9m 1 

valeur de n depuis 1 jusqu'à oo et pour toute valeur du rapport — — 

depuis zéro jusqu'à l'infinie. 

Si l'on change le signe de i, on aura de même : 

, ,2nK-(2m-l)iK\ . ,2nK-(2m-l)ÎK\ 

l . „ cosamr — — j— ),^Am(~ — -^—,-- ) 

lim __J_.ii(_i)n ^ èS±l : ^ 2p+l ^ 

\ "' 8in*am(---— )— 8in*ani(— — — -p- ) 

2p4-l 2p+l 

00 00 1 

," ."«^ ^^*u2-(2nK— (2m-l)iK')^ 

Nous chercherons maintenant la limite de la série double: 

,2nK-f (2m-l)iK\ . ,2nK+(2m— l)iK\ 
1 smam( ^^^ )../am( ^^^ip— ) 



p p 

."T"^ '^ 2p + f . 2 r « X .2 >K+(2m-l)iK \ • 

^'"^Sp.+1^~'^" ""^^ VFÎ ^ 

T . :. , . 2n 2m- 1 ^ 

Les premiers termes de cette sene, tant que - — r— et ——r— tendent 

2p+l 2p+l 

vers zéro, tendront vers les premiers termes de la série: 

àh( 1)"^" 2nK+(2m-l)iK' _ 

,","■'• ^' •ui-(2nK + (2in— DiK')*' 

Or la limite pour p = oo de la différence de ces deux séries est zéro. 

En effet, si l'on désigne cette différence par F(p), et qu'on pose pour abréger : 

2nK+(2m— l)iK' siname.^ame s , . 

8,n« am(— -)-s.n«am s (^^) -e« 

P P ©fs) 

ou aura: F(p) -= JS.JS^ (-1)"+».-^^-. 

La fonction 9(e) a une valeur finie pour toutes les valeurs de n et de m 

depuis 1 jusqu'à p, même si p croît indéfiniment. De plus quand on aug- 

2K 

mente n d'une unité, la quantité s sera augmentée de - — ;-— ; donc on aura : 



n4-l OIT 

X (-l)"ç(s) - (-l)"(ç(s)~ ?(e + _ , -)), 

n 2p+l 

et si Ton pose n = 2r — 1, et qu'on suppose p un nombre impair, on aura 
pour des valeurs infinies de p: 

P r ds9(s) 

lim:^„{-l)"9(s) -^2K.lim2; ^-ç-^- 

Si Ton augmente m d'une unité, on trouvera de même que la quan<' 

2iK' 
tité e sera augmentée de ^^ Vi^ et qu'on aura: 

D, iûp "t" 1 

et si Ton pose m = 2s — 1 : 

p . 2 dsvb(6) 

lim :S', ( - 1 )- 4;(£) - 2iK'. lim 2; -~- . 
I I 2p-[-l 

p , 

Si Ton pose ici 4^(s) -^ 2^ ( — 1)"ç(ê), et quon substitue la limite pré- 

cédente de cette expression, on aura enfin: 

p+i p-y , « , , 

p p "a •/ de 9(s) 

lim-2„ 2^ (-~l)"+"9(£) -= 4iKK'. lim -5; 2, -f - -, 

P+J P+î -a , . 

2 2 " dçÇls) 

et de là: lim F(p) -- 4iKKMim-5; 2, v^^— t^- 

^ II (2p+l)3 

Maintenant on a pour des valeurs infinies de p: 

1- / ^ ,. / 1 ^am s 

lim 9(s) =^ lim (- 1 ), 

e sm am e 

et de là en différentiant deux fois de suite par rapport à s: 

V A^^f.^ y r^ (l + cos^aipsM^ams 

limdg9(e) = limC-3 — ^ -„ ). 

®^ s^ sin^ams 

Or l'expression , r-5 — — — ■ -reste une quantité finie, réelle 

s^ sm^am s ^ 

ou imaginaire, pour toutes les valeurs de m et de n depuis 1 jusqu'à p, même 

quand p croit indéfiniment. Car sin am e ne peut disparaitre qu'avec e, 

^ , , ,. /2 (l+cos^ams) .z/ams 

et alors on trouvera: lim ( , — -^ r-r — ) ■== o, et 

6^ sm^ams 

2n 

(l-|-cos'*ams)//ame ne peut devenir infinie que dans le casdelim(- -, ;)~o, 

ip-f-l 

2m -1 r . -Tr/ * 1 .1- ,(l+-cos^am£).^amS 

lim Q^ - j— j—l, donc lims = iK, et alors on aura: lim(- 7.» ) •= ik. 

^p-t-1 sin ame 

Donc la limite de d^v|;($) sera toujours une quantité finie. De là il suit que 

V dg4>(6) 

pour des valeurs infinies de p la limite de la série 2^ ~ — r-- sera une quan- 

I 2p+l 

p+i p+i j2 I , . 

tité finie, donc aussi la limite de la série double ^r -^s /«" ,~7Tô- Donc 

I I (2p-|-lj^ 
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jBnfin lat limite de la série ^r ^s fç^_ , ,^3 sera zéro, ou : lim F (p) = o. 

1 1 

On a donc: 



(2p+l)' 



.2nK+(2m-l)iK\ , .2nK+(2m-l)iK\ 
l p P sinamC ■ )../amC ^-çr ), 

l«™^2p+l?r^ .2 r ^ ^ -î >K+(2m-l)iK\ 

sm^ am (2^^)- sin^am ( ^^^ ) 

-= ? ? r~nn4- 2nK+(2m - DiK ^ 

T"î"^ ^ • u^-(2nK+(2m~l)iKr* 

Cette série est convergente en vertu du théorème 5 du paragraphe 

précédent, puisque Texpression: 

2nK+(2m~l)iK' ^ 2n ' "^ 



u^-(2nK+(2m-l)iK0 

2n 



2 



^"fe>'- (>^+'i^'«''') 



2m- 1 



K + iK' 



tend vers zéro tandis que n croît indéfiniment pour toute valeur de m de- 
puis 1 jusqu'à 00 et pour toute valeur du rapport — - — depuis zéro jus- 

qu'à Tinfini, et de même tandis que m croît indéfiniment pour toute valeur 

2n 
de n depuis 1 jusqu'à 00 et pour toute valeur du rapport - — —depuis zéro 

jusqu'à Tinfini. 

Si Ton change le signe de i, on aura de même: 

,2nK-(2m-l)iK\ . ,2nK-(2m-l)iK^ ^ 

- , smamC — 7—, j.^SLxni — -, jl 

lim ; l ^ ^ , ,w™ 2p+l 2 p +l " 



(-1)' 



p=ao 2p+l,",°'^ ' ., , u ^ .2 , 2nK-(2m-l)iK\ 

3.„.am(2^^) - 8.n«am ( ^^^ ) 



" £ , ,,. 2nK-(2m— l)iK' 



," ^mv X, •uï_(2nK— (2m-l)iK')''' 
En substituant les limites précédentes dans les équations (1) et (2) on 
trouvera les fonctions sinamu et cosamu développées en séries infinies: 

2nf <" 1 

(4) «««">» -TJru«+(2ni-l)«K'« + 

1 f"^~ ^^ Vu«-(2nK+(2m- l)iK')* "^ u«-(2nK— (2m— l)iK')*j j ' 
rs^ 2if5» , ,.„ (2 m-l)iK ^ , 

, ? SI / 2nK+(2m-l)iK' 2nK-(2m-l)iK' ){_ 

■" T° T" \u*-(2nK+(2m-l)iK')* u*-(2nK-t2m - l)iK')*/ >' 

7 
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Si Ton veut chercher do la même manière la limite de /^amu de 
l'équation (3), on aura des séries divergentes. Une telle est en effet en vertu 
du théorème 4 du paragraphe précédent la série double: 

« » / 2nK+(2m— DiK ^ 2nK ~(2m~l)iK^ \ _ 

-n-m(-ir y^^ _.(2nK+(2ra-l)ÎK0^ u^- C2nK-(2m- IHKOV 

(2m-l)(u^ + (2nK)^^+((2m-l)K')^) ' 



00 00 



," r^"^ •u4-2u2({2nK)'^-((2m.l)K0^)+((2nK)%((2m-l)K')*)2* 
Car tandis que n croît indéfiniment, l'expression 

n(2m~l)(u2+(2nK)^+((2m— 1)K')*) 



nfCn,m) = 



u*— 2u^({2nK)2— ((2m.l)K')^)+((2nK)^+((2m-l)K')'0^ 



'ï^'^-i'i'M 



2m— 1 
rapport —- — . 
2n 

La forme oscillante de cette série saute aux yeux, si Ton pose u -=^ o. 
Alors cette série deviendra: 

/(2m-l)K'\ 
oiK'v ^ .1)0. ?51^J IS J r 1). ^ 2K / 



r i"' ' ■(2nK)«+((2in-l)K0* K i ,""'',, /(2m-l)K'\* 



»H(nr) 



^i 'i2\_2m-l (2m— DK'f 



q 

00 1 7C 1 -j-e"^^^ 1 

où Ton remarque que: ^n-^^^^' 2x* ^27Ux "" 2x^' ^^ ^"'^" ^^^® 

K 
pour abréger: e =q. De plus puisque: 

^m^ ~ \'^^ — 1 ~f" 1 — i ~f" T — . . . "^ — ï, la série précédente deviendra : 
1 2m — 1 

2K-r'"^ ^^•j^2m-l^ 2K'' 

r. , ' • ^ i i.J+q^""^ 1 -^-q . 1+q' i+q' . 

Or la série: :S^{--l)^-^-~ — -==-- ^ + -^^ ~ -— ^ + . . . 

• l_q2m-l 1-q 1— q» 1— q* 

est une série oscillante, puisque ses termes pour des valeurs infinies de m 

8''approcheront alternativement de + 1 et de — 1. En vertu du paragraphe 17 
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K' 
la partie réelle du rapport :^ est toujours positive, donc le module de la 

fonction : q = e -^ est toujours plus petit que l'unité, et q" tendra vers 

zéro pour des valeurs infinies de m. 

Mais Toscillation de la série double de Téquation (3) est annulée par 

l'oscillation de la première série de la même équation, dont l'oscillation est 

produite par le facteur (-1)**. Or pour faire disparaître cette oscillation des 

différentes séries de l'équation (3) et pour n'avoir à faire qu'avec tles séries 

convergentes, on développe en série l'expression l — ^ amu au lieu de ^ am u. 

Si Ton pose u ^ o dans l'équation (3) on aura: 

(2m— DiK ^ 

1 - (-"^1 1 4-2- z/amf-^"^ )l -'U ( ir "^ 'P^^ 

^ "" 2p4-ir ^^-r"^^™4p+l^ -2p+l7'»^-l* • . r2m-l)iK\ 

smam(---pq-^) 

,2nK+(2m-l)iK\ ,2nK— (2m~l)iK' 

- 'L^^c u^r ^p+^ — ^^ — \ 

2pf lT"T"'^" ^ \ . ,2nK+(2m-l)iK\ . ,2nK— (2ra-l)iK' J 

sinamC- 2pH:-r~ ^ s.n am( ^-^^ ) 

et de là: 

(6) l-^a™u^^T^^^{l-^«.C^)[- 

2(-l)P^(. , n ^'"Wl . 2nK» 

2p+l . \ 2p+l ,_^.^,.,^^^nK a 2p-Hl \ 

2p-|-l 2p-j-l 



âp+1 ,°" ' ) '2p-Hr 

.{2ra-l)iK\ .(2m-l)iK\ .(2m-l)iK\ 

' •« /- P \ ., ^(2 m- l)iK\ "^ . ^(2m-l)iK\ 

--2Th'f"1^"'^~"i'^*"^2TTl^- 

2nK+(2m-l)iK' ,2nK4-(2m-l)iK' ,(2nK+(2m-l)iK' 

sm am( , , , ). cos am( . . , ) cos am (■ ' , , ) 

2p T- 1 2p+l I 2p + l 

. « , u ^ . „ ,2nK-H2tn-l)iK\"^ . ,2nK+(2in-ï)rK'r 
sm^<im(^^)-s,n^^mi ^+1— > «'"*"< 2p+l ^ 

+ 2FFiT"^"^-^^"h'"^2-iTî^- 

,2nK-(2m-l)iK\ ^ 2nK-(2ni-l)iK' 2nK-(2m-l)iK' , 

sin ara ( ;r--— ) . cosam ( r q . , ) cos am(. -— — ) ) 

2p+l 2 p+l 2p-f 1 ( 

.„ , u ^ .„ ,2nK-(2m-l)iK', " . ,2nK-(2ra-l)iK:\( ~" 

''° *'"^2^^ - «"-*™( 2^+1 ~~ ^ "" *™ ^ 27+1 >/ 

(—1)" «1 ^ r » J 

= 2Frii^~^*'° ^'2^:1*1 - 7* 



100 



^ ,^ 8in*am(- — r— ) l-z/am(- r) 



2p+l • . u .ç, (—5— )^ 

2(-l)P.u-* ^ . / 2nK, 2p+r 2p+r 



(2p4-l)3." >+r t2„.„2,„/2nK u 

l-k«. sin^am (^^).8in*am (3^) 

,(2m - l)iK\ 
(2p+l)'T"'^" ' ■ . .(2m-l)iK'" 






,2nK+(2in— DÎK' 
(2p+l)» ,° . "^ ' • . ,2nK+(2m— DiK' • 

''° *■" ^ — vfî — ^ 

3Î„.,„(^ ^) ; 2nK+(2m-l)iK \ ^ ~ ^^"'^2;TI^ 

^^ sm^am C ^ , , ) . 

_u_ 2 2p4-l u g 

. >+r >+r 

. 2 ^ u ^ . „ ,2nK+{2m-~l)iK' 

sm^amL — r— ) — sin^am( — r- ) 

2p4-l 2p-+ 1 

' 2nK— (2m-l)ÎK\ 

4- -^^ i i (_ n- "^'^"^ 2p+i -) 

■*■ (2p+l)»" ."."V ^'. 2nK-(2m-l)iK'/ 

^""^"^ — 2fri — ^ 

•«^^^^(pri) >K-(2,n-l)iK \ 1 — ^an'Vp^) 

r sin*am( ^1—7— ). 

_u_2 2p+l / u .^ 



. n , U , . „ ,2nK-(2m~l)iK' 

sin^am C , J — sm^aml ) 

ip+l -^pi-l 



Si Ton fait croître ici p indéfiniment, on aura: 

l — J&mii 

-n r=. n lira ( 
2p4- 



l — J&mi ) 2 



'vh' 



,sinam(- — r— ), 



li,/ 2p+i\ ^^^ 

= » \ , U . / 



«VH» 
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Nous ferons maintenant pour abréger: 

„ _ sm^am(r — p— ) l — z/anifr ~) 

2p+l U 2 . U 2 

1 — k^ sin-^am(r— j— ).sin^am(-— r— ) 

et nous chercherons la limite pour p =^ oo de la série : ^n — 3 . 

Or ç(n) est une quantité finie pour toute valeur de n depuis 1 jus- 
qu'à p, même si p croît indéfiniment. Donc la limite de la série : i„ -?V^ 

I 2p-t-l 

sera aussi une quantité finie, donc enfin la limite de !„ ■^^, _ , et encore 

I (2p-t-l)^ 

plus do la série -^n t^j-tt^, sera zéro. 

» (2p+ 1)^' 

Considérons maintenant la limite de la série: 

,(2m — l)iK\ 



7" ^ ^^"(2p4- D» • „._.„/-(2m-l)iKV 

2p-f 



sm am I — - — r^ 1 

^ 2p+l ^ 



sin^am 



^2p+l) . ^ , (2m-l)iKS ^~^^'"<^2;TI ) 
sm^ am ( — - — ; 1 . ^—^ — 



( ^ Y 2p+i ^' r u ^ 



. 2 r__» ^ . 2 r(2m-l)iK\ 
«^"'««^(2^)- «>^' ^'"C 2p+l ) 

Or on voit que les premiers termes de cette série, tant que ^^ — r- 

2p4-l 
tend vers zéro, tendront vers les premiers termes de la série: 
•^ 1 1 

fm (- D". (2„; _ i)jjj, . ^2_ ^^2m ~ 1) iK')^ ' ^* '''' P^""* démontrer, de la 

même manière que plus haut pour les séries des fonctions sin am u et cosamu, 
que la limite de la différence de ces deux séries est zéro. En effet, 
si Ion désigne cette différence par F(p), et qu'on pose pour abréger: 
(2m--l)iK' 

2p+l =^' «* 

— _ sm-^ams . ^— ? — 

(~^~~Y ( ^ Y 

^osMùz ^2p+l-^ .. ^2p+l-^ 1 1 

sin am e * „ T • ;; " 9(^) 

sîn2am(z-^)^sîn2am6 ^ (wA-^f-^^ 



p 
on aura: F(p) =^ 2^ (— 1)™. 



9(s) 



(2p+l) 



3 • 
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La fonction 9(e) a une valeur finie pour toutes les valeurs de m de- 
puis m = 1 jusqu'à m = p, même si p croît indéfiniment. Car si 

sin^am (z — r-/) -sin^am s =^o. il faut qu'en même temps on ait: (r — ;— -) -6*= o, 
2p4-l 2p-j-l 

. . u 

et alors on trouvera: ©(s) = o; si smam s ^^ o, et ,: — r— == as, ou a est 

2p-t-l 

une quantité finie ou zéro, on aura de même 9(s) = o; enfin cosame ne 

peut devenir infini que dans le cas de lim (- — p-r) = 1, donc lim s = iK', 

2p+l 

et alors on aura: 

i ik^ 
lim 9(s)= ^3~"2"' 

Donc la limite de 9(e) sera toujours une quantité finie. De là il suit 

p 9(s) 

que la limite de la série: '2'n,(~l)". — -'- - sera une quantité finie, et que: 

1 -^p+1 

(2p4-l)= 

(2m-l)iK' 



lim F(p) =lim ^m(— l)^7 ^J^i ,,3 =0. On a donc: 



1 4 , .. •^"^*™^^+i-^ 



"" ^ (2p+ D» r™ ^~^^" ■ . __^^(2m — l)iK\ • 

2p+ 






>2< 



'(sZXt) /o i..ir< 1— ^«"(^ 



sm^am ( — — j . 

^ u ^g 2p4-l r__ÎL_^^ 

^2p-f 1- ^ ^2p+l-^' 

• 2 r ^ ^ . 2 r{2m— l)iK\ 



00 .1 1 1 ® 1 1 

I 



1 1 1^1 1 

(2m-l)iK' * u«-((2m-l)iK')2 ^ ÎK^T"^' ^ ^" 2;^^*iiH-~(2^^^K^' 



Cette série est convergente en vertu du théorème 2 du paragraphe 

précédent, puisque la quantité : ^^ . - ^ , ,^ zr^r-^^n <end vers zéro ten- 

2m-l u-*+^2m — D-^K'^ 

dis que m croit indéfiniment. 

Nous considérons enfin la limite de la série double: 

.2nK+(2m-l)iK' 
P P 1 ^^«^™( 27+î ^ 



I 1 



(2p+l)»' . .2nK+(2m-l)iK' • 
3,„air,( 2p+i ^ 

, u ,. - «•" •^'" ^ 2fïr, ) • — --— - 



. „ . u . . „ .2nK+(2in-l)iK\ 
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s 



2n 2m- 1 
Les premiers termes de cette série, tant que ^ -j-- et , tendent 

vers zéro, tendront vers les premiers termes de la série: 

p p 1 -1 

y y ( i\m t I 

T" 1 " ^ ^ • 2nK+ (2m— l)iK'* u^- (2nK+(2m- l)iK')*' 
Or la limite de la différence de ces deux séries est zéro. En effet, 
si Ton désigne cette différence par F(p), et qu'on pose pour abréger: 
2nK + (2m — 1)ÎK' 



2p+l 



= s, et: 






sm'^ame. 



= <p(s) 



cos am s ^2p+l^ %+l J. 1 

sinamè ' , ^ m • «2 , s' u ^ ^«2 

sm-^am (- — r-r) — sm^ame (^r — :—) -s 

2p+l 2p+l 

p p o(s) 

on aura: Ffp) = ^n-^m (— i)"..^ . ^.3» 

La fonction ç(s) a une valeur finie pour toutes les valeurs de n et 
de m depuis 1 jusqu'à p, même si p croît indéfiniment. De là il suit que 



p 



•4 . ,.,» ?M 



la limite de la série 3nJS'„( — 1)". ,, , ^. „ sera encore une quantité finie 

1 I (2p+l)^ 



et enfin que: lim F<p) -=•- lim -2'^ -5'„(— 1)^ — — r-— 3 =0. On a donc: 



P- ± Ç(£) 

I . (2pTÏ)= 

,2nK+(2m - l)iK' 
cos amC ^ — r-; ) 



li„;__î ai (-1)". __. 2p+l 

'""^{2p+i)'-r"r'"^ ' • . >K+(2iii-i)iK' ■ 

smamC ^p+T ^ 

«■"'^"'%pTl> ., >K+(2m-l)iK\ '-^!^:^^ 
— -— ^-s.n^am( 2p+T - ^•—,-^-^- 

._Vm^ >+i^ 

. „ , u . . „ ,2nK+ (2tn-l)iK\ 
sm^am (^^ -^^ - 8.n^am(- ^^^ ) 

00 00 1 1 

-^ y y / 1^m t 

r"T"^ ^ •2nK+(2m— DiK' ' u^— (2nKf (2m-l)iK0^)* 

Cette série est convergente en vertu du théorème 4 du paragraphe 

précédent, puisque tant que 8 < 2 l'expression: 



{2nK+(2m— l)iK') (u^ - (2nK + (2in— l)iK')*) 



,„2-Vk+ (^ir.',iK.).((i)'- (K+,?!|--i,iK.,') 



1 
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tandis que n croît indéfiniment, tend vers zéro pour toute valeur de m depuis 

- , ,, , _ ^ni 1 - . , . 1, 

1 jusqua 00, et pour toute valeur du rapport - — depuis zéro jusqua 

l'infini. 

Si l'on change le signe de i, on aura de même: 

2nK— (2m-l)iK' 

1 p p ^^^^"^^ 2H^i ) 



(2p+l)3: .". '"^ ^' \ 2nK-(2m— l)iK\' 

smamC ^7+1 > 

sin^am(^ ^) ^ 2nK-~(2m - l)iK \ '^^"™ VVï^ 
sin^am ( ^ — r- ). — — 

^2p+l^ %+l ' (_ 

8in''ain(s — |— r) - sin''ain( ^ — r-^ ) ) 

2p-|-l , ip+l 

00 00 1 1 

T^T" ^ ^ • 2nK~(2m - l)iK u2~(2nK-(2m-l)iK')^ ' 
Si l'on substitue ces valeurs dans l'équation (6), on aura: 

2u^ oo 1 1 

(7) 1 - z/amu - - -^r - -„ (- 1)". 



K' ' 1 •" ' ' ' 2m— 1 ' uM- (2m- Ij^K'^ 

00 00 . 1 1 

o:„a ^ V /_n«n < - - — — 

m . „ .ni ) •*2nK+(2m-l)iK'*u*-(2nK+(2m-l)iK0^ 



1 



_j ! 

-(2m-l)iK0*i* 



2nK— {2m- l)iK'* u*-(2nK 

On peut mettre les formules (4), (5) et (7) sous une forme plus com- 
mode en décomposant les termes généraux des séries: 

1 1 « / 1 1 \ 

(8) sinamu==-7-<-2'„( -— — -— - -| — 7T:^t} 

k I I \u+(2m— l)iK' u— (2m — l)iKv 

00 00 / 1 l 

^ ."i""^ ^ \u-f2nK+(2m~-l)iK'^u-2nK-(2m-l)iK' ^ 

^ u+2nK-(2m— l)iK'^u— 2nK+(2m-l)iKV j 

if® / 1 1 \ 

(9) cosamu = — — j2'„ (— !)«(— — — — 777^) + 

k ( 1 \u-|-{2m— IjiK' u — (2m — l)iK/ 

00 00 / 1 i 
A^ y ^ (^iWml z ! 

^ 7" T"^ ^ Vu+2nK4-(2m - l)iK' u- 2nK- (2m- l)iK' 

~ u4-2nK-(2m-l)iK' "^ u-2nK+(2m- l)iK7 T 

(10) 1 - z/am u = i jf„ (-~i)-(--_L-- _-^_- \v-^)+ 

' I \u+(2m-l)iK' u-(2m-i)iK (2m— l)iKv 



■! 
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00 00 / 1 1 2 

f 2^2^ ( - l)"(^^_|.2nK+(2m-.l)iK"u-2nK-(2m-l)iK'"2nK+(2m-l)iK' " 

(2m-l)iK' '*' 2nK~(2m-l)iK7 T 



:nr.-t- 



u+2nK— (2gi.l)iK' ' u-2nK+(2m-l)iK' ' 2nK- 
Mais il faut ici remarquer qu'on ne doit jamais séparer les termes sous 
les signes de sommation à moins que les séries restent toujours convergentes. 

oo. Dans les formules précédentes on peut effectuer une des deux som- 
mations, ou celle par rapport à n, ou celle par rapport à m. Dans ce but 
on commence par faire converger le module k vers Tunité. Alors l'intégrale : 

/x dx , . ^ Z*^ ^x 1 , /l+x\ 

— — ^ deviendra: u ^= f -«= i lognat ( t^— ). 

o ' ' o 

u — u 

e — e ^ 2 

De là on tire: x = 8inamu -= — — -., cosamu =z/am u = 



u 1 — u' u I — u 

e + e e -|-e 



De plus, puisque u croîtra indéfiniment, tandis que x s'approchera de 1 unité, 

/i dx TT 

l/l—x^ 2* 

o ' 

En substituant ces valeurs dans les formules (8), (9) et (10) du paragraphe 
précédent, on aura: 

(1) — .. - ^n>( 1 ), 

e"+e . \u+(2in-l)i.^ n— (2m— 1 ) i . J^ 

o^ -« - - i^-( - »)" ( ^ ^)- 

« += ' ^u+(2in— Di,.'^ u-(2m— l)i.!v 

Si Ton pose ici i (u -|- 1) ^^ ^î^^ cle u, et n au lieu de m, et qu'on 
remarque que: 

• 

ei(u + ^)^^-i(ni- ^)_ g cos (u 4- ^) - - 2 sîn u, 
i(u4- î)_e-'(u+ î),^. 2isin (u + ^) = 2i cosu, 



(2) 



on trouvera les formules connues: 



(3) 



cotg u - ^»(^_|_„^ + ^ _ („_i) J "u + f » (u4.„TC + u_n J ' 

(4) . ^- = S„ (- iy(-±-—^) = J- ^^(.D-C^— + _J_) . 
sm U 1 \u+n7r u-(n-l)TC/ u i \u+nTC u — nK/ 

Avant d'employer ces formules à la sommation des séries (8), (9) et 

(10) du paragraphe précédent par rapport à m ou par rapport à n, on peut 

les mettre sous une forme plus commode à ce but en substituant dans les 

TTu TUU 

formules (1) et (2) --- au lieu de u, et dans les formules (3) et (4) -^ au 
lieu de u. On aura alors: 



106 

TCU TUU 

» / 1 1 \ TZ e 

(5) 



^/ 1 1 \_ t: e^^'^e '^' 

""U+(2ra- l)iK' "^ u~(2m — l)iK7 2k'' 



TUU TUU 



■ ■"^ ^ \u+f2ni— DiK' u-(2m— l)iKV K'* TZn 



00 



^^^ T+?"(irf4;K+^^^) = è-*'*''s(S)' 



32K'^e 2K' 



/ 1 ■ 1 \_ '^ L 

^ \u+2nK"^u — 2nK/ 2K' . /t 



1 » 
(8) — + -n(-l)'^^^2^j^ . u_2nK/ 2K' . /tcu\ 

.2k/ 



^^' Si Ton effectue maintenant dans les équations (8), (9) et (10) du 37 
la sommation par rapport à m à l'aide des formules (5) et (6) du para- 
graphe précédent, on trouvera: 

TUU TUu 

^ jg2k'.^~^' 

(1) sinamu^ ;^^^i\ h 

2kK'| TUU _TCu ' 

TU(u+2nK) Tu(u+ 2nK ) Tu(u~2 nK) TU(u .2nK) 
^ /e ^2^^ -e~ 2K' ~ e 2K' _g~ 2K' \ï 

"^ f"^"'^^" V tu(u+2tiK) TU(u+2n"kj"^- ' TU(u-2nK) Tu(u-2nK)/t^ 

+e 2K' e 2K' ^e 2K' 

2nnK tuu 2n7rK tuu 

00 / 

+ fn(-l)"( 





e 


2K' 


TC (1- 


-e 


TUu 
K' 


2kK'i 




TUU 



le ^' .e ^' 1-e ^' .e^' 



2n;rK tuu 2n7rK tcu/ | ' 



1 + e ^' 1+e ^' .e ^' 1+e ^' .e^' 



(2) cosamu --- r^/. + 

kK I TUU TUU 

e2k'_|.^-2K' 



+ l(.l)n( 1 . ^ \\ 

• V Tu(u+2 nK) TU(u+2nK) ^ Tu(u-.2nK) _TU(u-2nK)/j 





e 2K' 


( 


TUU 


^ 


1 e 2K' 


kK' 


i TUU 



+e 2K' e 2K' ^.3 2K' 



+ 



00 



nTuK 


XU 








nxK TUU 


e ^ .e 


2E^ 


TUu 


+ 


e 


K' ^2K' 


2nTUI 


2nTCK TCU 


1+e I^' 


.e 


K' 




1+ 


e K^e^' 
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(3) 1 -Jeimn^^h- ' ^ ^ + 



+f( 



e2K'4-e 2K' 
1 



niuK nxK 7ç(u-|-2nK) TC(u+2nK) 7i(u-2nK) Tr(n-2nK X 
e K' +e~ K~ ^ Tk^ ^e" 2K- ^ 2K- ^3" 2K' 

TCu nxK nitK tuu dttK ttu 



;^ , e 2K' « / o. K'~ . K' ^ 2K' « K' .2K' 



. -/ 2e ^^ _ e K\e ^^^ e ^^ ^^^K- x 

"'"fV 2nTCK 2nTCK TCu 2n7uK 7Uu/l 



1+e ^' 1 + e ^' 1+e ^' .e ^' 1+e ^' .e^' 

ttK 



Si l'oD pose pour abréger: e = p, où, parce que la partie réelle 
du rapport ^ suivant 17 est toujours positive, la quantité p, ou, si elle est 
imaginaire, son module, sera toujours plus petit que Tunité, on aura: 

TUu TCu TUu 

TTU 

i~K' ^" 2n ^" 2n 

4- -^4-+ eK-J„(_ir. -P!!^- e-K\v(_l)...-P'" 



kK I TUU I TTu I ;ru 

!7in 
^ + 



1 + e 



K' 



Tiu n ^^ n 

1 ;ru 1 TTU (» 

2n ~"k' ,j ^2n^K' 



l + p^"e ^ H-P^"e-^ 

TTu 

(6) ,-,ya.„u-^ )é— ^_H.2p„ P,„- 

1+e K' 

_ . 2K' V P „2K' ? P 

— e . ^0 — — — e . -^n _r 

1 TTU 1 ?ru 

l+p2n^-K' l+p2n.e"K' 

Si dans la dernière équation on pose : u ^=^ K + iK', on trouvera : 
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nu. TtVL 7C\X TtU 

• 4 

z/amu --' o, e ^^' = — ij/^p, e^^' =- + -/— , e ^' ~ -• p, e^ = — ^, 

V ?* P 

et de là: 



n n . n 



En substituant cette valeur dans l'équation (6), on trouvera: 

Î^^K' _^" n ^u n 

;ru 1 TTU I TTU 

--^1 2n -^ 2n ^pr 

1+e ^ 1+p e ^ 1+p e^ 

4U. Si Ton effectue la sommation des formules du 37 par rapport à n 
à l'aide des formules (7) et (8) du 38, on trouvera: 

(1) 8inanm^^^^„{ ^(„.|_ (2n.-~[)iKÔ ; "^ T 7^(u-(2m-l)iK0 ,r 

''"^ 2K -) ^'"^^ 2K ^ 

(2) cosamu^-3-:^„(-l)-j - (^_(g^_^). K^|; 

«.n( ^- ) 8.n( 2K "> 

(3) 1 - ^ am u = 2^ -Sin (- D™ j cotg ( ^^^^ 0- cotg ( ' \^ ' - 

, ;r(2m-l)i K\ l 
- 2 cofg( ~ ) j. 

On réduit ces formules à des formes réelles en K et K' en remar- 



quant que: 



1 , 1 2 sin a . cos (ib) sin a(e"~^4" ®^) 



sin(a-(-îb) sin(a — ib) sîn^a — sin*^(ib) sin^a+ J(e""''— e^)* 

48jna.e-^(l+e-^'') _ 4sina.e-'>(l+e-^ ^) ^ 4sina,e"^(l+e-^'>) . 
4e-2''sin2a+(l-e-''*»')2 "" l-2e~2b(i.2sîn^a)+e-^»' l-2e-2»> co8(2a)+ e-^»» ' 

1 1 2 cos a . sin (ib) 1 cosa(e~** — e**) 

flin(a+ib) 8În(a — ib) sin^a- sin^(ib) i *8in2a+^(e~''-e^)^ 

1^ 4co8a.e~^(l— e~^^) 

"" T • 1 - 2 e--2»'cos(2a) -|- e"'»»» ' 

e~^4"ô* 



2sîn'a.cotg(ib) . *e 



-b__eb 



cotg(a+ib)-cotg(a-.îb)-2cotg(ib)=--7-s — » 2rui °'~'- » g i i/ -h h ^i = 

° ° sm-^ a— 8m^(ib) sm^a+Jie ''-e^)^ 

= • 8sin^a.e-^^ 1+£1^ 

— ^ * 1—2 e-2»'co8{2a)+e-4^ ' 1 -e-^k ' 
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Si Ton pose pour abréger: e == q, où, parce que la partie réelle 

du rapport -^ est toujours positive,' la quantité q, ou, si elle est imaginaire, 
son module, sera toujours plus petit que l'unité, on aura: 

(A^ . 27r TTU « ( 1-f q2m-l)|/-^2;.i=r 

(4) sm am u =» r— . smC^^) . -^m -~ î 

^^ ^^ ' l~2q2-i.cos(^)+q^(2-^) 

XV 

(5) COSamU = r=.C08(ïr=;). Ai(— l)". /ri 



• K. 

(6) ^amu=H-Ç.8in»(g).:ï„(-l)". L^ -T^^' 

K 2K . i_2q^-i.co8(^)4-q*''-i' ^ 

iv 

41. Si Ton substitue dans les formules des deux paragraphes précédents u -|- ^^ 
au lieu de u, on trouvera les formules suivantes, qui donnent le développe- 
ment en séries infinies de : sinam(u4-K) = -— ^ , cosamfu -f- K) = 

z/ am u 

= — k'. —^ , z/am (u4-K)=— j . Les formules du 39 donneront 

^ am u ^ am u 

alors en remarquant que: 

7r(u+K) _7ta 7r(u+K) |? . 

e K' _ K'^e K' =^ : 

P 

TTU TCW. 

^ am u kKi j i ttu i 

1+P e ^ 1+p e^ 
( nu Ttu 

(2) T^-°i^Je-^'.S„(-l)». ^P""^ -e'^^'. V(.„,_IV!:1. 

z/amu kk'K I i ttu i ;ru 

>> 2n— 1 ^< 2n-l "^z 

1+p e ^ 1+p e^ 

(3) ^ = J.. je-S f ; Kp^_ +eS f .„1^ 



;rui' 



p!!I!_1 

TTUJ* 



^am u k'K' ) * i " ttu * i ° nn 

. • 2n— 1 ""^ÈrT , 2n-l ' 

1+P e ^ . 1+p e 



,^, cosamu 2;r ^^ru. * (l+q^'"-Ol^q^'""^ 
(4) -j ^— = rï7.cosC^77).-i, 



1+ 2q2"-^ cos (— )+q^(2m-i ) 



sinamu _^^ ^ f r^-n™ (l-q^'n-Ql/q^"-' 

^^^ z/amu kk'K •'"''W-r-^ ,,02 1 ,^«. , .r. n' 

1 +2q^«-i cos (— ) + q^t^»-* > 

z/amu k' k'K '2K 1 , ,« o„ , ,^u. , of2mi)l-q 



\ 



liô . 

42. Si dans les formules (4), (5) et (8) du 39 et (1), (2) et (3) du 40 
on pose u j- îK* au lieu de u, on trouverai 

r _. TTU nu 



sinamu K'| ttu i ttu i ttu 

. 1-e ^ 1-p e ^ X 1-p e^ 

iTTU 
~^' 3TfU TTU 

-^^+e~^- 2„i.ir-^^ -e^J.(-l)-.— P:^ ,, 
_7ru 1 nu 1 TTU i 

1-e ^ l-e e ^ l-p e 

Ttu 

!-r^ Ttu TTU 

-^^ +- iK^S„ j:^ .^%-^^ . , 
TTU i TTU I TTU l 

(4) - - J_ = JL S ^ , 4 ,i„ /?" A ; ^ »+T")q - 

sinamu 2K| . /7ru\ \2K/ 1", ^ 2m /7ru\ , 4^ ^ ' 

q 



^ t 1 . /yru\:; (l-|-q-^'")q "' 

— = tt;;;: s ; r + 4 sm ( -- ]2,^ *; 

u 2K| . /7ru\ ^ \2Ky ,.". ^ 2m nyi\ , 



U 2K| . /7ru\ \2K/i 



(5) _f/.amu _^L 1 I >. „:. /^^\v . 1^m (l + q''")q 

sin am 






,^v cosamu n \ /TTUx , , . /Ttu^^I. , ^^ q^"* 



sinamu 2K) ^2K^ K^i . ^ « /^Ux , . 

V l-2q2'°cos(-^)+q^' 

Iv 

et de plus l'équation : 

Les deux dernières éqaations se trouvent de la manière suivante. En 

substituant dans l'équation (3) du 40 u -|- iK' au lieu de n, on trouve : 

. I . cosamu i^rS, -^ I /-7r(u-|-2miK')v /7r(u-2(m-l)iK'")x 

smamu 2Ki \ ^ ^K ^ °\ 2K ^ 



„ ^ ,7r(2m-l)iK'.l 
-2cotg(--2g — )J = 



, „ .2q""8in(^")-i(l-q*«') 2q2("-"sin(^)+i(l-q^<"-») 

~:s^i-ir\ + 

*" (l-2q2"co8('^) + q*'" l-2q2<"-"cos('^')+ q«"-" 

l-f-q^-'j_ 



+^^-fîp--:}= 



2q2"sin(^) « 2q2l-".,i„('P) 



^^^^ l-2q2"'cos(^)+q*"' ' l-2q2'— "cos(^)+q<<">-" ' 



ilt 






K ^ ' ^ - -^ -v K 

ITT i ^ K -' , . . y'TTU X 5g , . . q^" 



"*<'- 



+ 4si<=U.(-l)-. 1— + 



l-2q«"'cos(--)j,-q 



2(q2"' C08(^)- q^") 2 (q2("'-'tcos(^-)-q<l-l)) 
_l-J^^^(_l)5.|l«-| -Ë f. 1-1 ^ . 

2K. I i_2q2mcoâ(^-)+q<" l-2q2<">-I)co8('^)^q4(m-l) 



l-q2™-l( , 
2KJ""*s(2K^+*^'"(K")f"'^"^^ 



2 



_ V"-' ) _ 



ÏTi ( /'^ru^ , . . /'WU\S , .^- q^" ■ I 

2q2"> co8(~) +q<" 



TU A , «, ., /-Ttn 



. „ q2"'c08(--)-q*-" „ q2(m-.)cos(„)— q^C"-" 

+ ô^! 2:s„(- ir V f 2 j„( - D". ^ 

^^( ' l-2q'^"-C08(' " 



^)+q<"' I ' 1.2q«("-i)cos(^)+q<l"-ll 

» „2ni— 1 






1 _ 2q2m co8( ) _|. q4m 
IV. 



2CcosS~ 1) 



' 2(l-cosC^-)) ^ ^ 



d'où 1 on tire les équations (6) et (7). Nous rappelons ici la remarque faite 

00 00 00 

pag. 105, qu'on ne peut pas faire: -^nCf(n) + 9(n)) = -^nf(n) + -^n 9 (n), qu'au- 

1 I I 

00 00 00 

tant que non seulement ^n (f(n) -j- 9(n)J, mais aussi ^n f (n) et '2'nÇ(n) sont 

1 I 1 

des séries convergentes. Il suit de là qu*on n*a pas: 

t,Cf(n) + f(n-l)+ç(n))-=f(o)+f„(f(n) + ç(n)), quautant que S„f(n) et 

j I 

n 9(n) toutes les deux sont des séries convergentes. 



1 

00 



4*î« Si enfin dans les formules des paragraphes 39 et 40, on pose 
u + K-|-iK' au lieu de u, ou, ce qui vaut le même, si dans les formules 
du paragraphe précédent on pose u + K au lieu de u, on trouvera les 
formules: 



112 



I itu- 1 7tn 

1 ir » - 

(2) 



cos am u k'K' ( i Tcu^ i nu y 



•p : e 



( TUU ^" 



;ru 



sinamu _ tu i -g^' ? V P^""^ 9K' v 

cosamu k'K \ i TCu i 



? 



l-n2»-le ^' 




cosamu 2K .Tin^ 2K t , • « o„ r^«x • 4„t' 

2K iv 

(5) — ^^;^J^^+4cos&l(-l)-. ^'+*l'"^^'° 



cosamu 2k'Ks .ttu^ 2K i i i « o„ /^u. , . "^^ 

cos(— ) l + 2q2™cos(~-)-fq4'" 

,_, sînamu tt ( nu. . . . ,7ru ï. .. q^" 

cos am u 2k'K ) ® 2K K i . i « «>„ /^"x i i„ 

V l+2q-'"cos(— )+q^'" 

IV 

44. Si l'on pose dans les formules précédentes 2u au Heu de u et les 
substitue dans les formules (9), (10) et (11) du 11: 

sînamu 1 ///am(2u) _ cosam(2u) \ 

cosamu. z/amu k'^\sinam(2u) sînam(2u) /' 

cosamu 1 , cos am (2u) 

n r 



cos am u . z/ am u sin am (2u) sin am ( 2u) ^ 

/^ am u l , ^ am (2u) 



sin am u . cos am u sin am (2u) sin am (2u) ^ 
cos am u . z/am u cos am (2u) , z/ am (2u) 



sinamu sin am (2u) sin am (2u) ^ 

sin ana u . ^ am u 1 cos am (2u) 

cos am u ain am (2u) sin am (2u) ' 

sin am u. cos am u 1 / 1 z/ am (2u) \ 

J Bxuu k^ \ sin am (2u) sin am (2u) /'' 

on trouvera/de plus: 

» L TtU TCU 

sinamn _ 2;r ) - rT « p^»-' ^ ^ p^-' 

^ ' cosamu.z^amu " k"»K'r ' ." _'^3~ *'"° ^waT 



» 
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(2) -. 



cosamu 



sinam 



u . z:^ am u K 



^U+ ' 



TCU 



7tn 



+ 



1-e 



K' 



TCU 



00 



TCU 



00 



+ e 



K' V 



• — n 
I 



TUU 



e • ^B 



1~( — l)»p"e ^' 



7UU i 

l-(-l)»p"e^' 



i 



(3) - 



^amu 



sin am u . cos am u K 






TtU 



TtU 



+ 



1-e 



K' 



TTU 

+ e~XS„(-l)«. 



TCU 



00 



(4) 



cosam 



1 -p"e 
Tu 
u./:^ainu 27u| e ^ 



TUu 
"K' 



e^'.-^„(-l)»- 



kH 



7CU 



sin am u 



K' 



1-e 



TCU 
27CU^ i" 27CU 



1 — p«e^' 



TCU 



l-p^"e 



i 

K 



l.p4"e ^' 



^ . sinamu.^amu TC . ^ 

^^ cosamu ~' î^^ ^ "" 



e 



TCu 



1+e 



TCu 



TCu 



00 



TCu 






TCu 

l+(— l)''p"e ^' 



+ eK'.|„ 



TCU » * 



._. smamu. cosamu TC ,, 



TCu 



^amu 



k^K' 



î , 



1+e 



TCu 



TCu 



-e ^'.SA-iy 



Ttn 



P^--+eK'J.(_i). 

TTU I 



(7) 



cosam 



l+p"e 
inamu n j ,7iu^ , . . .nu. * , ,^ 



TTU 

1 -f- p«e ^' 
q" 



l+2q"co8(^)+q*- 



]■' 



. . COS am u 

(oj -; 

smam 



^ftmu Tt f TTU . .TTU. * 

iT^^rr^^ 2Ki ^"^^ 2K^ + ^«'" ^ K"^f 



q" 



TTU 



l-(-l)» 2q"cos(~-)+q2'» 



î^ 



8 
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J ani u TU / 1 . Tfu » q^"(l+q^") ) 

(9) -: -=r{ h^smC-^).-^„ 3 ^ c 

smamu.cosamu K( . nvi ^ K » - « 4„ i-^^ru. , « j' 

^ sin ("^) l-2q^'"cos(-^)+q®°» 

(10) , ^<cotg(--)+4sm(— ).-5'J^ir. \- V; 

sinamu 2K) 2K K i - « « i^^w îm 1 

l l-2q"cos(-=rJ+q*" ' 

^,^ RÎnamu.^amu tt ( /^u , . .ttu » j^| ) 

(11 = x^ \ tang (— ) + 4 8in(— -)-^„ — V ; 

cosamu 2K\ 2K . K . i+(.i)«2q"co8(^)+q^"J 

, ^, sinamu. cosamu 4tc . ,tcu. « q2'n-i(l+q2(>*'«~i)) 

En développant les formules (7), (8), (10) et (11) on remarque que: 
l-2q^'"cos(Ç)+q*'"=(l + 2q"cos(^)+q*").(l -2q'»cos(^) + q*»). 

45. Nous développerons maintenant les fonctions elliptiques en séries de 
facteurs. Si Ton substitue dans les équations (10), (11), et (12) du 31 u 
au lieu de l2p -j- l)u, on aura : 

smam(— -7— ) 

(\\ • 2p4- 1 
(1) smamu=='U. . 



^ . j , (2m-l)iK ', 

sin'amC : j 

^ 2pH-l 

u u 

sin^am(r — r-r) sin*am i- — r— ) 

^ 2p+l ^_ 2p+l 



. ^ 2nK+2miK\ . „ ^2nK-2mîK\ 

-'■'n-'-'in • 



. » >K4-(2m-l)iK\ . - ,2nK-(2m— l)iK\ 
8,„2a„( 2^qrî ) «n'amC ^^ ) 
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(2) cos am u = cos am(r — j— ). 

2p-|-l 

« . u ^ Mn ,2miK >, 

1 — k*8in*am(- — r— ).8in*am(i,— p-) ' sin^amCr — pr) 

2p4-l 2p4-l 2p+l 

. , , (gm-l)iK\ 
.8.n'am( ^^^^ ) 

. „ ,(2n-l)K+2iniK\ . » , (2n-l)K -2miK\ 
iV ,V ''" ""^ 2p+l ~ ^ _ , «m' am( ^- ) 

sm^amCr — :—) sin^amu -,-7) 



1 — 



2p +r ^ >+i 



. , >K+(2m-l)iK\ . „ ,2nK-(2m-l)iK\ 



(3) z/amu -^ ^ain(r — r^) . 

2p+l 

cos^am(— ,--) cos^amC . J 

' l-k^8in«amC2-^-).8in«am(2^;^) ' «'"""^ (^^Zj) 



. „ ,(2n-l )K+(2m-l)iK \ . „ ,(2n-l)K-(2m-l)iK\ 

8in''ain( — r'. ) 8in'°ain( ;; — p- ) 

,V fr 2p+l . 2p+l ^ 



.„ 2nK+(2m— l)iK\ ., >K-(2m - l)iK\ 

''" ^""^ 2Hrl ^ '""^^ VH ^ 

On fait maintenant croître p indéfinîment. On aura alors: 

(8inam(— — p-). 
— — ) == 1, lira cosamfr — r—) == 1, \\m^ a,mi-z — r- :) ^^ 1. 
_u_ / 2p+l 2p+l 

Cherchons maintenant la limite de la série: 

p 9nTr 11 

JI, (1 -fc*8in«ain(2^) . 8m'»ain(2-p)) "- - F(p). 

8* 
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Le logarithme de ce produit sera une somme: 

log F(p) = k log (l — k^sin'amCg?^) . sin^amC^^)). - 

2nK 
Puisque ici sin am ( . ) reste fini pour toutes les valeurs de 

, depuis zéro jusqu'à lunité, et puisque sin am( _i i ) ^^^^ vers zéro 

en même temps que g. . , on aura pour des valeurs infinies de p: 

lim log F(p) ^ — lim 2^ k^ sin* am ( . , ^ ) . sin^amC , ) = 

1 2p-[-l 2p-f-l 

sin*am(^— j— ) sm*am(^— — :) 

(2p + 1)« . u .^ 

2p+l 



1 



-k«uMim^. (2pH-l)« 



2nK 
Or sinam (- — r— ) est une quantité finie pour toute valeur de n 

2P+1 . ^ . 2nK , 

depuis 1 jusqu'à p, même si p croît indéfiniment, donc lim ^q ^r — j-^ 

I ip+1 

sera aussi une quantité finie ; donc lim ^n — .«> i na ~^^^ ^9 ^" ^'™ logF(p)= o. 

p 2nir 11 

Donc enfin li™ F(p) = lim JI„ (1— k^» sin» am (if=i) . sin^amC^r-^^)) = 1. 

p=: 00 p ^ 00 1 *P"r * ^P 1 1 

De la même manière on trouvera: 

cos'^ami — . — ) 
^2p+r 

. 2miK' 
puisque la quantité: ^ — ^= ^am( ^ , , kj reste finie pour toute 

2m 
valeur de ^ . depuis zéro jusqu'à l'unité. ^ 

De même on trouvera encore: 

. cos*am(r— r— ) . 

*^ ^* am C — : — ) 



Î17 



f 2nK^ 
cosamCg-p-^) 2„ 

puisque la quantité: ^-= — reste finie pour toute valeur de . 

depuis zéro jusqu'à Tunité. 



Enfin on aura de même: 

a ,2miK\ 
. cos*am (ô~rï ) \ 

lin. Àil-k«. |E^ .ri„8ain(^)) = 1, 

p=oo I \ ^, ,2miK\ 2p+l / 

^ ^*am (r — \ — ) 

^2miK\ 
cosamC^— Tj) ^ 

puisque la quantité: ^ ^ == 5~"F5 ^®®*® ^"^® P^^ ^^'^^^ 

^ ,JmiK ,. Al ^ro^ 1 i\ 

2m 
valeur de j. — |-t depuis zéro jusqu'à Tunité. 

-2p+l u 

. P / '^°^'^^2H^\ 

Considérons maintenant la limite de la série: HA 1- ^ — 1. 

I \ . 2 2nK / 
sm'amir — i — ) 
^2p+l^ 

Les premiers facteurs de cette série, tant que ,-^ tend vers zéro, tendront 

vers les premiers facteurs de la série: tl^\\ — tr^O ' ^^ ^^ V^^^ ^^" 

montrer que ces deux séries ont la même limite pour des valeurs infimes 
de p. En effet si Ton désigne par F(p) le rapport de ces deux séries et 
qu'on «pose pour abréger: 



2p-t-l , '^ _^*i ( ^ ^ sin'ame e 

^^2iiK^ ' 2p4-l'' 

on aura: F(p) = lT,(l— (— -r-j) . ç(6)), et de là: 

log F (p) = X log (1 - (gi^)*- <P(s))- 

Or 9 (e) est une quantité finie pour toutes les valeurs de n de- 
puis 1 jusqu'à p, même si p croit indéfiniment. En effet siname ne peut 

1 1+k* 

disparaître qu'avec e, et alors on aura : 9(s) = 



4nK 



Donc on aura: 



UmlogF(p)=-u^;im:^.^-2^. 
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Puisque 9(e) est une quantité finie pour toutes les valeurs de n depuis 1 

jusqua p,« la limite de ^n ^ ■ .. sera aussi une quantité finie, donc la limite 

p m(s) 

de '2'„~-— -— ^ deviendra zéro, lim log F(p) == o, lim F(p) = 1, ou: 
i C^p-t-lj-* 



8in*am(^r — j— ) ^ 

^ 8in^am( ) 

.2p+l 

La dernière série de facteurs est convergente en vertu du théorème 

^ -, nu . 1+S , U .2 . U . 2 1 

6 du oo, puisque : n . ijr^j = v;^^) • -r^ ^^^^ ^^^^ ^^^^ P^"^ ^^^ 

JnK. ZïL nl-o 

valeurs infinies de n, tant que h ^1, 

Si Ton pose 2n — 1 au lieu de 2n on aura: 

p=oo i "- A2n-1KL^ I ^ (2n-l)K ^ 

De la même manière on trouve: 

. » ,2mK:' . ,^ 

puisque: 8in'am(x — j— ;) = ' , ne peut disparaître pour 

cos'ami — ; — , k) 
2p+l 

aucune valeur de m depuis 1 jusqu'à p, à moins que . ne disparaît, et qu''aIors ; 

""'''SlTï^ 1 1 



1 r " ^*) ( "^ ^■^ • 2 r2«"îK', f2iniK',ï 

1 S 1 '"• *"^2^^ cos^am(^- -,k)^ 



^^2mK'' '2p+l' >+l' «'^ *'"*2p+l'''^ 

^ ■ 1 1+k'* 
tendra vers : . . 

Si Ton pose 2m— 1 au lieu de 2m on aura : / 

sm^amCs; — r-J « 

lin. JT„(l ^l+i— ) = JT„(1 +( -^ /). 

p=oo I ^ . „ ,(2m-l)iK\^ I ^ (2m— IjK' ^ 
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Nous considérons maintenant la limite de la série double : 

^ sin^am (^^) 



. ^ .2nK+2miK\ 
sm^am ( — ^ — r-. — ) 

jj n zyjii 

-■-■•n -■'■•m 

sm-^amfr — — -) 
I 2p4-l 

. 2 .2nK + (2m-l)iK\ 
s,n-am( ^^^ ) 



2n 2m 



Les premiers facteurs de cette série, tant que les coefficients- — r-, et , 
tendent tous les deux vers zéro, tendront vers les premiers facteurs de la série : 

p P ^ ^ 2nK+2miK^^ 

^2nK+(2m— l)iK'^ 
Or on peut démontrer que ces deux séries ont la même limite pour 
des valeurs infinies de p. En effet, si l'on désigne par F(p) le rapport de 
ces deux séries, et qu'on pose pour abréger: 

2nK+2miK ^ 1 j ""''*"' %+\^ 1_ ^\ 

2p+l ~"^' 1 _ r—E—^'JL) « .' •8in«ams'^«( '^^^''■ 

^p+Ps»' 2p+r ' 

^ . j , 2nK+2mik \ . u ' .a 
on aura: F(p) == iln iim 



. , ,2iiK+(2in-l)iK'- 
8,„«am( 2^^^-j ) 



^kà '-'^f^-^'" 






De là on trouvera: 

log F(p) = ^„ i.{log (l -(2^1)'. <P(^))-l°g(l-(-2Ff i^'-'^^'-2"p':i"^) ! 
Maintenant ç(e) est une quantité finie pour toutes les valeurs de n et de m 

depuis 1 jusqu'à p, même si p croît indéfiniment. En effet sin am s ne peut 

1 l+k« 
disparaître qu'avec s et alors on aura: 9(s) = — 2* ô ' 

^"^'2nKi-2mÎK''^ 
Donc on aura: 
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l™ logF(p) = -u* lim 2, X ,9 -LnV -^ 

iK' iK' 

ou puisque: lim (ç(s)— <p(s - ^— r-r )) = ^îm (^TT TT • ^£ ? ^^^ )' 
p=oo^ <^p~r 1 p=oo zp-f-i 



p i 



lira log F(p) ^ - iK'u^ lira 2^ 2^ 



deÇ(s) 



p=oo p=(x> i i (2p-|-l)* 

Maintenant en oifférentiant la fonction 9(e) si Ton pose pour abréger: 

. \ . sin^amf r — j— -) ^ / 

. 1 il _ ^2p4-l^ cos ams.z/ams\^ 

1 _ r__ii_l* Jl)^^ r-Ji—'ka sin^ams P 

^ >2p+l' -sn '^VFÏ^ 1 

on trouvera: 

or— "-!'' i- 

cle9(s) = = EU r- . «p(s) + 24^(5) - 

^2p+l^ s'» 

^ 2(2p+l)«^. 9(s) 

C(2nK+2miK')*-ua)(2nK+2miK0"'' ^^ 
et on aura donc: 

lim loff Ffnl = 2iK'u* l"*" I ^ 2 ^^ \ 

p^ ^"'S'^^VJ ^ "^ " p= 00 1 (2p+ 1)*' . " . " ({2nK+2miK')*-u«).(2nK+2rniK') / 



-2igu« lim (ii 'J^(^) ) 



Or en vertu du théorème 3 du 36 la série: 



œ 00 



r- f'"((2nK+2miK')-^- u«). (2nK+2miKÔ ""* ««"^«'•g«°*«' P^1"«' «^ l'«" 

/ 

pose pour abréger — = a, l'expression: 

1+8 1+8' 1+8 2+8+8' 

n . m a . m 



((2nK+2miK')*-u*).(2nK+2miK') (4m«(aK+iK')*-u«).2m(aK+iK') 

, ^ 1 

/2_S V» 

„ 1-Ô-S'( -3 ^ , iK' ) 2u« / K , iK' \ 



a 8 



m a a 



tend vers zéro pour des valeurs infinies de n et de m et pour une valeur quel- 
conque depuis zéro jusqu'à l'infini du rapport — = a, à condition qu'on choisit 
les quantités positives 8 et 8' telles que 8 + 8' < l'» De plus 9(s) est 
toujours une quantité finie. De là il suit que la limite de la série: 



p. P_ (p(6) 



^ 2 

^"•n ^■"n 



1 " 1 "((2nK + 2miK0^ ~ u») . (2nK + 2miK0 



sera aussi une quantité finie. Donc: 
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p=oo \{2p+l)'^ . " .'"((2nK + 2miK0^~u2). (2nK+ 2miK')( ^ 

La quantité 4^(e) reste toujours une quantité finie, réelle ou imaginaire, 

pour toutes les valeurs cle^ n et de m depuis 1 jusqu'à p, même si p croît 

2n 
indéfiniment. En effet sinams ne peut pas disparaître à moins que , 

et r— ,— tous les deux ne tendent vers zéro, et alors vpfs) tendra aussi vers 

^P"*"^ ^ .... 2n 

zéro; et cosam s . ^ am s ne peut pas devenir infini à moins que , ne tend 

2m ,1 . . , cos am e . z/ am e 

vers zéro et ^ — r7 vers 1 unité, et alors r-s tendra vers zéro. 

2p+l sm^am s 

Donc ^(e) reste toujours une quantité finie. De là il suit que la limite de 

p p vb(s) 
la série double: 2j^2^ j, n^ ®^^^ aussi une quantité finie, donc: 

lim 4 i„ -if^L' = I 

p.= »." ,"(2p + l)'' 

Donc enfin on a : lim log F{p) -= o, lim F(p) = 1 , ou : 



. „ , 2nK+2miK\ , , u ,« 



^^ il n - Z£-Lz ^ n II 

sm-^amCr — r— ) 1 — C;;^ — ^r-T—7X :) 

^2p-f-r ''2nK+(2m~l)iK'^ 

. 2 ,2nK+(2m-l)iK\ 

sm^am ( — .— ) 

2p+l 

Cette dernière série est convergente en vertu du théorème 9 du 36, puisque, 
si Ton pose pour abréger — = a, et si 8 et 8' sont deux nombres po- 
sitifs tels que 8 + 8' < 1 , l'expression : 



1+8 1+8' (/ u Y ( ^ Y \_ 

° '^ U2nK+2miK7 V2nK+(2m— l)iK7 ^ '" 

i(aK+iKr~,.^^,, l.:x... l 



u* 1+8 8+8' 
-:-. a .m 



(aK+(l--)iKr 



1m L^K-'*- '*^' 

ua 1+5 8+S' m^ 4m^ '"m^ 
-.-- . a .m . — 



(aK+iK')^ (aK+ (1 - ij-HK')" 

2m 

1 K'* 

n 1 4m a 



4 • 1 ~ 8 - 8' • 2-8 iK' 2 . , ^^ 1 iK' 2 
m a (K+-— ) (K+(l -—-).—) 

a 2m a 

tend vers zéro pour des valeurs infinies de n et de m et pour une valeur 

quelconque du rapport - == a. 
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Si Ton change le signe de i, on aura: 

8in^am( ) 

^ 2p-M 



. 2 ^2nK-2miK' . f ^ \ 

p= ooii -A^U^ II./ u \a 

1 



Il m y \ 



. „ .2nK-(2m— l)iK\ 
„n'>am( ^p+ï > 

Si Ton pose 2n — 1 au lieu de 2n, on aura: 



. 2 , (2n-l)K+2m iK\ . u ^. 



lim il n *^^. ^ JT 17 






1 — 



. „ , (2n-l)K+(2in-l)i K\ 
'•"^"'^ 2p+l "^ 



j 2p+l 



• <» ^,(2n-l)K-2miK\ , / u \a 



lim A ^ - 2P+1 ^ -nn ^ ((2p-l)K-2miKJ . 

»" «"Sp+l'' ^ V(2n-l)K-(2m.l)iK7 



1 — 



. _ J2n-l)K-(2m-l)iK'. 

""^"^ Vfï) — ^ 



Si dans les . deux dernières équations on change entre eux n et m, 
K et iK', et quon renverse les fractions, on aura: 

sin^am r , . ) 
j. 2p+l 



p p 
lÎDa JT il 

p=oo i 1 



, , (2ii- l)K+(2m-lJi K\ / n V 

sm am( ^^^^ j „ ^-i(2n-l)K+(2m-T)iW . 

=» JXu Jlp, - , 

^'°**'"(2iTÏ^ ' ' '-(2nK+(2m-l)iK') 



^ ; a , 2nK-K2m-l)iK\ 
8,„«ani( ^^^ ) 



( n 



^_ «•"'*" ^vtP 



. , , (2n-l)K-(2m-l)iK\ / u__ \* 

lin. h b " ^P+^ ^ =-. n ff !:U2n-l)K-(2g,l)jgi; 

«■"^"■^VTP ^^_ 42nK-(2m-l)iË'; 

" . a , 2ttK-(2m-l)iK\ 
8,^.am( 2^:p^ ) 
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Si l'on multiplie les deux dernières équations avec les deux équations 
précédentes, on aura enfin: 

sin^amCr— j—) 
1 . ^P+ ^ 



• a . (2n-l)K+2miK \ , / u V 



lin>JT»iT„ ^E:I1^ ==JL JI. 



p=QO 11 ' q r ^ \ ^ H f ^ \ 



1- 



2nK+(2m-lMK' 



lin, ^ ^ — ^ 2p +i ). - ^ ^ -((2a-l)K-2a.iK'; 

p=QO 11 "" y „ X 



1- 



3i„»an.(-^P ' ' ^-(2„K-(2m-l)iK'j 



. . ,2nK-(2Bi-l)iK\ 

8in*ain( — -r — 7- ) 

2p+l 



En substituant ces valeurs dans les formules (1), (2) et (3), on aura: 



(4) sinamu -=u.il„f l-C— -) j.JT, 



m • 

1 + ( ) ' 

^ X2m- 1)K' 

u 9 U 2 

Ît rr ^"~^2pK+ 2miK^^ ^ "" SnK - 2miK^ ^ 

' ' . _ ( H s2 , _ , u -.« 

^2nK-f-(2m- l)iK' 2nK- (2ni— l)iK'^ 



(5) cosaa.u = n„(l-(^^-^)^).^. 



1 

m 



1 + ( 5_ . )* 



((2n - 1)K + 2miK7 ^ \(2n - 1)K - 2miK7 



1 • - .... . .« 

I I 



1 - (——^ Y'i- ( 1-— _ ) '' 

V2nK-f (2m— l)iK7 \2nK - (2m - l)iK7 

(6) ^amu=IL, ^ . 



u .« . . u 



^ "(2m— l)K"^ 



^ ^ ^ l<?^nl)K + (2m — DiK'^ ^ ^(2n- 1 )K— (2m - l JiK'"* 



4nK + (2m — l)iK'^ *2nK - (2m - 1)ÏK'^ 

On peut réduire ces formules à une forme réelle par rapport à K et 
K' en remarquant que: 
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(' - (.-+rb) > (' - (rrrb> j (i + i^)J ' 

Les équations précédentes deviendront alors: 

00 11 « *■ 2mK' 

(7) sinama =u. il. Cl - (~) ). il» 



2nK 1 . , u 2 

u+2nKa , . u-2dK a / 2nK aX* 

n n ___J5l__ 2mK' '' \ ^^(2m-l)K'-' / 

• . ° . " , . , u+2nK y , , ,n— 2nKy /, , , 2nK -«\« ' 



/ n «\ " 1 

(8) cos am u = Jr„( 1 - ( ., °,.^ ) ) . il» , . 

' V (2n-l)K y, . . ■ . n s^ 

^\2m-l)K"' 
, u+(2n-l)K a u-(2n-l)K ^a /. , , 2nK ^» ^ 
ÎV il 2inK' ^ ^ '^'^ 2mK' -* \^"^M2m — DK'-* / . 

• .°." u+2nK a • «-2nK « ' / (2n-l)K «y ' 

(9) z/amu = iT, 



1 -L ( 2 ) 



^ ^ ^*^ (2m-l)K'^ ^+^ (2m-l)K' ^ V+^(2^IÎ)K'^ ) 



00 00 



11 - I / u-{-2nK ^2 
1 + V 



>>» * , I ( u-2nK a ' / ■ (2n-l)K aV 



(2m - 1)K 
De même à l'aide de la formule: 

a+ib a-ib (1^(1.) Y 

on peut mettre les formules (4), (5) et (6) sous la forme: 



(10) sinamu = n • ^n (l - (-^i^) j-^^m 



^ + ((2i^K'>^ 



, , u+2miK \a u-2miK\a /, , , (2m — l)K\ a\ 



I I 



, ,u+(2m -l)iK\ a- , "-(2m-l)iK\4Y , , ,2mK\«\ 
^~^ 2nK ^ ^"^ 2^—^ V ^ + ^"2^^ 
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00 / \ OO A 

fil) cosamu=iT„(l — (- — -) ).il„ -. 

I \ (2n— 1)K / « ^ I ^ u yg 

"*" S2m-1)K'^ 

u4-2mîK^ 2 , u— 2miK \2 / (2m-l)K\ 2y 

;^ ;i M2n-~l)K^ ^ V2n~l)K^ V "^"^ 2nK ^Z 



I I 



, ,u+(2ra-l)iK\«' , ,u-(2m-l)iK',a7, , , 2mK' s\2 ' 



(12) ^amu=il, ^ 



00 œ 



^ ^(2m-l)K'^ 
, n+(2m— l)iK\2 . ^ u~(2m— l}iK\2 /. , r2m-l)K\2\2 
il il (2n-l)K ^ ^-^^ (2n~-l)K~^ 1^+^"^;;^"^ J 

* i " I " , ,u+(2m-l)iK\2 • , ,u — (2m-l)iK \2 7, , , (2m- l)K\2\^' 

^""^ — 2^K — ^ ^"^ — 2;;k ^ v^+^(2^îyK^ ; 

46. Dans les équations (7), (8), (9), (10), (11) et (12) du paragraphe 
précédent on peut effectuer les multiplications par rapport à n, ou par 
rapport à ni. On commence alors par faire converger le module k vers 
zéro ou vers l'unité. Pour effectuer les multiplications par rapport à n, 
on fait dans les équations (7), (8) et (9) le module k converger vers zéro; 
alors K convergera vers ^, K' croîtra indéfiniment, sinamu convergera vers 
sinu, cosamu vers cosu, et ^amu verslunité. Les équations (7), (8) et (9) 
donneront alors les formules connues: 

00 00 A 

(1) sinu = u.iT„(l -(4)'); cosù = iT„(l-(-— 5_)^), 

1 nTC 1 (2n — IjTZ 

Avant d'employer ces formules aux multiplications par rapport à n dans les 

séries (10), (11) et (12) du paragraphe précédent, on les met sous une 

TCU 

forme plus commode en substituant ^r= au lieu de u. Elles deviendront alors: 

^^^ ^ ^'^ <2K> = Y' ^^ - ^ TnK ^ ^ ' ''*«^2K^={^» ^'-^(2^=Î)K^ ^- 

Si l'on effectue maintenant à Taide de ces formules la multiplication par 

rapport à n dans les séries (10), (11) et (12) on aura: 

, _u_ s . ic(u+2miK0 

2K . ,jra " "^4mK'^ u f (2m-l)iK ' *- 2K ^ 

8mamu-=. ^.8m(2^j.ii« u «* u+2niiK' •'. ,;r(u+(2m-i)iK'), 

^+^(-2^^:^) . «"»< 2K ^ 

. ;r(n-2mig' ) . ^ 7c(2m— l)iK' 

n-(2m-l)iK' ""^ 2K ^ (2miK0« ^^ ^ 2K ^ _ 

' n-2miK' * . ,rt(u-(2m-l)iK'),((2m-l)iK')* ' . «,'r • 2miK\ 

8m( — ; «""<— 2K- ^ 
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. , ff (u + 2miK'). . . 7c(u - 2miK') , . .Mim.l)iK\ 
_2K . .nn. « ««n ( ^^ -).8m(^ ^ ) sin K ^g- ) 

» •8'°l2K-'' ,". x(u+(2m-l)iK'), . TC(n-(2m-l)iK') ' , ,,».2raiK' ' 

'""^^ 2k ^•'"'^ 2K ^ '"" ^^2K~^ 

TC (u4-2miK') 

TCa " 1 jr(u+(2in-l)iK') *'°*^' 2K ^ 

cos ara u ■=" cos -z—.ll 



2K' ■",,, n ^*' . 2K *. , TC(u+( 2m-l)iK0^ 

'+^(2i^:ï)K'^ «'"^ 2ir-~ ^ 

«(u-2miK0, . , g(2m— l))i K' 

7r(u-(2m-l)iK0 ^'"^ ^ 2K ^ . 2K .'^ ^'° ^ 2K ^ _ 

2K • . ,7r(u-(2m-l)iK');M2m-l)iK'' ■ ,,;r . 2miK' 
«nC 2^ ) ^ cos^ — 2K~^ 

Mn-\-2m\KX ,ff(u-2miK'), . »,w(2m-l)iK\ 

'■2K''","'. ^a'(a+(2m-l)iK'), . ,rt(u-(2m-l)iK') ' ,,nr . 2miK\ ' 
8.n( -^ ^•«•°(— 2K ^ *'**«^— 2^^ 

. % 1 ;r(u+(2m--l)iK' . ,7r(u+(2m-l)iK'), 

"^^(2m-l)K'^ 
ff(n-(2m-l)iK') w(u-(2ra-l)iB')^ . 2K ,2 1 



2K ^' 2K ^ ^ff(2m-l)iK' „,a^(2m-l)iK\ 

cotg*( 2K ' 

« cotgC — ^ — ) . cotg( — ) 

"^ ~ i ,^«:(2m— l)iK\ ' 

''°*«'^-^-2K-^^ 
Maintenant on a: 

8În(a+îb) . 8În(a — ib) sin^a . cos*(ib) — cos^a . 8În^(ib) 

sin^Cib) sin«(ib) 

8În«a(e'»+e-^)^4-cos«a(e»'— e-^)2 l-2e-2Kcos'^a-8in^a)+e-4'» 



(e"— e-»»)^ (1— e-2»')2 

^ 1 — 2e~^^co8 2a + e-^^ 

co8(a + ib) . cos(a — ib) cos* a. cos* (ib) — sin^a.sîn^Cîb) 

cos*(ib) cos^(ib) 

^ co8*a(e'>4-e-^)*+sin*a(e^— e~^)* ^ l4-2e-^^(co8*a>sin^ a) +e-^^ __ 

(e^'+e-»')* (l + e-2'>)« 

_ l + 2e-^^co8 2a + e-^V 

cotg(a f ib) . cotg(a— ib) 1 + 2e-^^ cos 2a + e'^^'^ (hzLÏI^^ 
cotg^(ib) 1 — 2e-^\ cos 2a + e"^"» * '^l + e'^»»^ ' 

Donc, si l'on pose pour abréger, comme plus haut, e ^ ~ q, on aura: 



12? 



1— 2q2". co8(^)4-q^" 



(3) 8inamu = — Bm\jr=i\. lim -Il ^ — i j 



1 -2q*"-', C08(— )+q'?*»-" 

ttu 
1 + 2q^-°. C08(^)+q-" ,i^^y 

(4) co«am u = cos (-) . 11^ ,«^^ ..„ .,' VÏ+^^>' ' 

„ H-2q«-l. cos (g)+q»<^— ) ,l_o„-.^, 

(5) z/ainu= J7„ — •( , iL-i ) • 

1 - 2q«'->, cos (^)+q«<«— • ) ' ^ 

El 

47. Pour effectuer dans les équations (7), (8) et (9) du 45 les multiplica- 
tions par rapport à m, on fait converger k vers l'unité dans les équations (10)) 

(11) et 12). Alors K croîtra indéfiniment, K' convergera vers —, «in am u vers: 

e« e~" 2 ^ 

— ; , cosamu et ^nmuvers: — ; . On aura de là les formules 

e"+e-" e"+e-" 

connues : 

i+(— )* 

(1) ?-r^-^u.JI„ 5^__. 2 i^^ 



e«+e- " • . " . ,. 2u ^\ e"+e-« r 2u ^ ' 

~^X2m-l);r^ "^ X2m.l);r' 

Avant d'employer ces formules à la multiplication par rapport à m dans 

les séries (7), (8) et (9) du 45, on les met sous une forme plus commode 

Ttn 
en substituant ^=^ au lieu de u. Elles deviendront alors: 

^^. 2K' e^~e"^ ^ ^~^^2^^^ e^'+e"^ _ ^ ^, . , u ^2^ 

^^^ 7UU* nu __iru^ T™ u y 2 *" .'"'^^+\2m-l)K'^ ^ 

^2K'^g 2K' ^"'"\2m-l)K'' 

En employant ces formules les séries (7), (8) et (9) du 45 deviendront: 

nu TCu 



sinàmu = — . . iln (l — ( ^ _- ) ). 

7t Tzu ;ru I ^ ^ 2nK ^ ^ 

7u(u+2nK ) 7u(u+2nK) TC(u- 2nK) 7u(u-2nK) 

2K' e 2K' _e ^K' gK' e" ^K^^^ 2K' 



*7C(u+2nK)' TC(u+2nK ) 7C( u+2nK )'7u(u-2nK). TC(u-2nK) 7ufu-2nK) ' 

e 2K' +e 2K' ^ 2K' ^^ 2K' 

TC.2nK x.2nK 



/ ;r.2nK ej^e_^\ 
• V 2K' • x2nK 7U.2nK / 

2K' _^ 2K' 



e ~ — e 
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TCu 2n7rK ttvl 2nyrK Ttu t 2n7rK 2 

2K' l-^e"^ ]^ I^;"^e""g" l-e^"^\e^^ ) l+e" ^' (. 

7t ' _Î5' • 2n7rK nu ' 2n;rK ttu ' ] _2nW' 

2 * 



• ^- (1 - Q-^;;^)') » 



cosamu ^^ — . jx„ 11 — \^— —— / ■ » 

TTU TTU I ^ (2n— IjK 

^^^^-^ 

7c(u+.(2n-l)K) 7c(u + (2a~l)K) 

2K' e — e 



• 7r(u+(2n-l)K) ' _rç(u+2nK)_ it(u + 2nK) 

2K' , ~ 2K' 
e +e 

7r(u-(2n-l)K) 7r(u-(2n-l)K ) 

2K' e 2K' _3 2K' 



• 7r(u— (2n-l)K) ■ ?t(u-^nK) 7r(u- 2nK) * 

e 2K' .,.3 2K' 

?r.2nK ff.2nK 

/ yr(2n-l)K e"^" +e~ ^^' \'' _ 
' \ 2K' ■ ?r(2n-l)K 7r(2n-l)K / 

e 2K' _g 2K' 

TTU (2n-l)gK TTU (2n-l)gK ttu i 2n7iK \i 

2e"^ ^ 1-e ~K^~.e"K" i_e~ K' , ^ K^ ) l+e~^ ^ ( 

TTU ' I " ?°^^ _ ^" 2n7rK yruj (2n-l);rK^ 5 

l+e"K^ l+e~~~K— 7^-K^ l^e K^^K^ f l.-^K^ 1 

7r(u+(2n-l)K) ff(n+(2n— 1)K) 

2 »e 2K' ^.^ 2K' 

amu -— — .iin 



;ru mi I 7r(u 4- 2dK) 7r(u+2nK) 

^2K'^3' 2K' 3 2K' ^.^ ^K^ 

7r(u— (2n— 1)K) 7r(u ~(2n - 1)K) jt . 2hK tt . 2nK 



e 



2K' ^.3 2K' ,^ 2K' _|_^ 2K' 



7r(u — 2nK) ;r{u - 2nK) 



/e 2K' 4,^ 2K' y _^ 
' V ;r(2n-l)K 7r(2n-l)K/ 



^ 2K' ^^ 2K' ^ 2K' ^^ 2K' 

TTU (2n-l)7rK ttu (2n-l);rK ttu / 2n7uK 




(2n-l)7cK| 



K '-_ 



Si l'on pose ici comme plus haut : e =^ p, on aura enfin : 



/ 



ni) 

TTU ICU ICU 

,„, . 2K' l-e""^ • l-p2'.e"^ l-p2».e"^' l+pî» * 

(3) sin am u = . . JT„ -^^^ . . (, — ~J ; 

l+e~^' l+p^-.e""^ l+pî»,e'^ 

TCu TCa TTU 

(4) co8amu-= . ix„ . -.(:; — Sr i) *> 

1 + e K' H- p2" . e~"ï^ 1 + P^" . e^ 

TTU TTU TCu 

(5) // am u -= , iT„ ^ . -^ . l % ) . 

H-e~ "^ 1+ p2« . e~ ^ 1 +p^°. e"^' 

4o. On peut facilement trouver le produit des facteurs indépendants de 
l'argument u dans les équations des deux paragraphes précédents. Ainsi 
si l'on pose u — K dans les équations (8) et (5) du 46 on trouvera: 

2K * ^l + q^" ^^ rl-q^^'V 



1 ^ 



7C* l'^l+q-*-"-!^ •Il_q2« J 



/ 



1-q 

Si l'on pose u = K + îK', on aura: 

1 ik 
smamu = —, cosamu -— —^ 

TCK' TIK' 
. .xu. .iTcK'. e"^^+e^K- q^+ q"* l+q 



2K' ''<^2K'~ 2 2 2|/'q' 

TCu^ . fitK\ e ' '^ -e ''^ _ q~ ^-q ^ i(l-q) 

2K-' ""MK^" 2i - 2i " 2V"q ' 

tcK' TtK' 



fKa. .iKK\ e ^ +e ^ q+q-' 1 + q* 

TCu 

1 — 2q2».cos(--) + q4» = 1 + (1 + q2)q2«-t+ q4m =.(14. q2«n-i) (i +.q2"+'), 

TCil 

l_2q2".--i.cos(-?)+q«<«— 'l=l+(l+q«)qî»-«+q''(«— •>={l+q*— *)(l+q«-), 

Iv 

l+2q«-. C08(-^) + q<- ^ 1 - (1 4- q»)qî— • -|. q<- ^ (1 _ q«— l)(l _ q»">+i), 

JV. 

n^ {i-2q2'"co8(^)+q^-) - n„ (H-q«"-')(i 1 q«-+') - riT-^- (Hq'-*)*. 

9 



/ 



iT„(l+2q'^", COs(?)+q^»)=iT„ (l_q2"-i)(1-q»-.+t)=. ^ n^Cl-q^"-')*. 
En substituant ces valeurs dans les équations (3) et (4) du 46 on 



trouvera: 

1 ^K » H-q»--> a' l-q^--< a 

Y~27lKq- .■"M + q*" ^ •M-q»» ^' 

k "'éKq ."■^l+q*"' -* ■ 



De ces équations on tire: 



n .i-q^°-\'_ £klq 

» 1|_q2m-l «_ 21/1.' . T)"q 
» 1 _nîm-l a - 



Les équations (3), (4). et (5) du 46 seront par là réduites. à la forme: 

TtVL 

4 ' 00 l-^qî'H.cosC— )+q^'" 

21/ q . .Ttn jj K 

u == - >, . sm C^tï;:) . J^ro — : 



y^' ^^ ^ l-2q2-Uos(^) + q2^2.-t) 



K 



(1) sînam^ ^,^ ^^ „ ^^ 

2nM>q ,-;]v ^+2^"--^K>+'^^" 

(2) cosamu = ^rr. cosC^.iin,- z;z 



y k ^2K^ 



7CU, 



' l-2q2"'-i. co3(^)_|.q2(î».-t) 



TTU 

l + 2q'""-'. cosC 
(3) ^ ara u = l/'k' . lî. 



^ l + 2q2-l.cos(^")+q2(2-n-l) 



»"l_2q2"-l.cos(^)+q2^2m-i) 

a. 

De même si Ton pose u =^ K dans les équations (3) et (5) du 47 
TCu Xu 

on trouvera : e ^ = p, e == — , et : 

1 - TT • 1 -fp • 1 l + p2Hl • l+p2n-l • ^-p'^ni - 
OTT^ » 1 n2n— 1 2 i_L„2n 2 

TU • ."'^1+p*^-!^ 'M-p^»^ • 

^ ~ ï+ p* . " 1 +p2''+i • ï+p2''-l- ^l+p2»-l^ 

® 1 J_ r^2n 4 

= 4Kp.lT«(Tft;r^). 
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Ttn nu TTu 

1 - 



Si Ton pose u -^ K -f* iK' on aura e ^ =r — p, e ^ -^ , e ^-^ == 

= — iy p, et les équations (3) et (4) donneront : 

1 ^2K' 1 + p fj l+p^°-»-^ 1 H- p^°-^ ^ 1+pK ^^ 

~k TT • 1 - p • , " 1— p2n+l • l-p2n-l * Vi__p2ni ' 

' ~ TU • ,"^l-p2n-l^ 'M— p2'«>' • 
k "^ 1— d" . " 1— D^n+l • 1— d2°-1 • M-D^"-!^ "" 



-"Kp-fG^^)'. 



De là on tire: 



r V 1 - p^" / 



î. \2 TT 



pî» / 2K'. Vit ' 



2 



V^k' 



■"Vi-p^"->' 2Kk.i/-p 

n ( ^ + P'" V J:ilL' 

lesquelles formules on peut aussi déduire des précédentes en changeant entre 
elles les quantités k et k', donc K et K^ q et p. 

En substituant ces valeurs dans les équations (3), (4) et (5) du pa- 
ragraphe précédent,^ on les réduira à la forme: 

TCu TCU TCu 



(4) 


sinamu =^ 


1 1-e I^' j^ l-p% ^' l-p2"eK' 

y k TCU 1 XU TCu 

1+e ^' l+p2»e ^' lH-p2"eK^' 

TCu TTU TCU 


(5) 


cosamu — 


1-fe K' l4-p2-e K' i-j.p2. e^' 
wu ;tu TCu 


(6) 


J Axavi — 


Kk' e 2K' « i+p2.-.e K' i+pî-i^K' 

•■/■p ^u i TTU ;ru 
l+e K' i+p2. -1^ i^.p2. ^K' 



4y. Des développements précédents des fonctions elliptiques en produits 
d'un nombre infini de facteurs, on déduit les logarithmes des fonctions ellip- 
tiques développées en séries infinies. 

Si Ton sort des formules (3), (4) et (5) du 46 on trouvera: 

9* 
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log8inamu=log(-^) + log am& + 22^ log (l -q2--»)-2^«log(l-q2-)+ 

7C lin. I 1 

+ 2„ log(l-2q2"'co8("")+q«"»)- 2'„logll-2q2"-'. C08(^) + q^^^— »); 

TTU * "^ 

log C08 am u -= log cos( j;=) + 2-5'„ log (1 - q^»^^) -- 2 3„ log (1 -f- q^") + 

+ ^Jog(l+2q2-COS(^)+ q^")- ^„ log (1 - 2q2"«-l cos (^) + q2(2—"); 

log^amu=2-5'„log(l— q2"-i) - 2 :?„ log (l + q^»-») + 

1 1 

+ ^■.Iog(t + 2q2—lco8(^) + q2<2»'-»))-l„log(l-2q2"-lcos(5)+q2t2— II). 
1 Kl K 

Or OD a pour des valeurs réelles de x plus petites que lunité, et pour 

des valeurs imaginaires de x, dont le module est plus petit que Tunité: 

log(l+x) = x-U2 + ^xa-ix*+...= -l„^— ^.x% 

log(l-x)--x-ix^^ix»-ix4-...=--S„ — .x°, 

log ( 1 + 2x co8d'+x«)«log((l +xe^'*)( l +xe"^'*))«log( l+xe^*)+log( 1 +xe-^*^ 
..= x(eî*+e-^*)- ix«(e2i*+ e-2i*)+ |xMe^^*+ e'^^*) -....== 

= 2(xcos&— ix^cos(2d')+ix»cos(3ô')- . .)= - ^X " - • x"cos (n»), 

1 n 

log (i-2xcosô'+x2)« - 2(xco8*+ix2co8(2ô')+Jx3cos(3ô')+ . .)« -2l„-.x"cos(nô'). 

De plus on a: 

1 l-X'* 1 1 — x^ 

Donc on aura: 

2^ log (1 + q2-)= -:s„^„î-ii-. q2- = _ 2„ î__y . ^ 

1 lin I n 1 — q*° 

00 00 00 1 00 1 n^" 

^n,log(l-q^")=-:S„:J.-i-.q2-"=-^„-i-.-^,-„; 
I lin I n l — q*" 

00 00 00 ( — 1 \n oo ( l^^n „n 

i lin I n 1 — q* 

00 00 00 1 00 1 n** 

I I I n ^ I n 1 - q^" 

f„ log (l+2q2"co8(^)+ q*") = - 2^„ V-^^ . q^"". cos ("îj") = 

1 K lin K 

flo(-_l)n q2" nTUU 

in 1 — q^" K 



<> • 
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J„ log (l-2q2"eo8(^) + q4-)-.= -2f„ %- . qî-". co8(5^") = 
' iV lin K 

I. log (1+ 2q2-' co8&+qî<2»-«l) — 25„ 1.^=:^ , q'^"-)». co8(^") = 
I JV lin il 

J„ log (l-2q2-' cosC'^) + q2(2-l)) ^ - 2f„ f. — . q(2-»-. C08(^") = 
» il • lin K 

-= — 2-^„ . s- .COS (-==: ). 

I n l — q^° K 

Ces séries sont convergentes, puisque q, ou le module de q, est plus petit 
que Tunité. De là on trouve de plus: 

oo 00 00 1 /^n oo I /^2n 

f» log (l-q^n.-.)- 2„ log (l-q2".)= _^.-L . -L + V ± . _L. „ 
» I in 1 — q^" in 1 — q^" 

^_^2_ q°(^''q°) f J_ q° 

." n * l-q2» "' .-n • l + q°' ' 

^.log(l-q2— ) -:5'„log(l+q^"')= -^. — . A2.+ ^a^-^. At. 
' 1 in 1 — q^" I n 1 — q''" 

^_»J_ q"(l— (— l)"q- )_ 00. 1 q" 

t'n ■ 1— q2» T" n ■ l+(-l)"q"' 



flog(l-q2"-')-^„log(14-q^-)==-l.^.^. + ^.t^".-^V. 
» I I n 1 -q^" 1 n 1-q^" 






GO j a^"~^ 



.■2n-l' I._q2l2»-il' 
^m logd - 2q2"co8(^)+ q*") - Sjog(l-2q2"-ic08 (^) + q2<2»-i)) = 

-2 7»---ï:|.y..co8(--); 

fm log(l+2q2"'co8(^) + q*^)-2^ log (l-2q2"'-lco8(^) + q2(2™-ï)) = 

— 9 ^ ^ q° /'"'^n 

-2-^n-.i^.(_,j„q„.co8(-^); 

fm log(l+2q2'»-l C08 (^) + q^fa-»-!»)- i>g(l-2q2"'-lco8(^)+q2<2-")= 

- 4 f "^ q^°-' ,(2n-l)7ru. 

- . » 2^^ • 1 - q^.^n-1. • «o<— ^)- 

En substituant ces valeurs on trouvera: 
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(1) log sin ani u == logC-^) + logsin (^^) - 2 ^„ - • j^^^» (l-cosC-^-)) == 

(2) log co8amu = logco8 (^ -) — 4 -o— . j_|_(_j)„qn • «^^ ^ 2K ^' 

00 1 q2°~^ (2n — l)^u. 

(3) log J am u =- 8^„ ^^^y • i_q2(2..-i) • s'» <^— 2K -*• 

Si l'on part des formules (3), (4) et (5) du 47 on trouvera de même: 

nu ' Ttu 

2K' — rri~ ÎK^ 

log8inamu--log( — )+log(l — e ^) — logCl + e ^ ) -f 



+ 2% log (l + p2») - 22, log (1 - pî») + 



TTU Ttu 

■ \- X log (1 - p2" e~ "^'') + ^n log (1 - p2° e K' ) - 

1 I 

Ttu TTU 

— 1, log (1 + p2ne~'K^)-5„ logd + p2"eï^'); 
I 1 

Ttu 

log cosarau =- ^,+ log2-log(l+e~ K^)+2S.log(l+p2°)-2fplog(1 V"-')+ 

;ru ^ 

+ ^n log (l-p2°-ie~ K^'^)+ l„log(l-~p2"-»e«^' ) - ' 

Ttu TTU 



00 — ;^; 00 



1 " " 1 

Ttu 



- 2, log (l+p2"e K ) ~ -^„ log (1 + p2"e^ ); 



log^amu -- -^;+log2-log(l+e ^' )+2ljôg(l+p2")— 2f„logCl+p^"-^)+ 

2xC 1 ^ 

Ttu Ttu 

+ ^„log(l+p2"-»e~^)+^„log(l+p^"-»eï^') - 

Ttu Ttu 

-^nlog(l+p2°e"""^) - S„log(H-p2°eK'). 
Or on a: 

00 00 f l^m rv^m oo ^ 1 P 

f iog(n-p=>")=-^„tLL._±_; ^„iog(iv-)=-f -. r_F.' 

00 00 f.l'im .^m 00 Q^ 1 P*" 

fiog(ifp^»-')=-f'-'-.^;fiog(i-P^»-') = -:s„-.^„; 

TTU TTU . mTTU m^Tll 

<» — t;t «> vT ^ i — 1)"' P""™ / ~v~ ~ K' \ 

:y„ log (l+p^-e K) + ^_iog(H_p2„eK )_. ^;__L . _^^_^e ^ +e ^ j; 



m 

nu Ttn ^ ^ mTCu niTTu 



m m 



f„ log dV-'e" '^)+f log(Up2»->e K^)-S„^. ^-^-(e^^.-^'-j _ 
De là on trouve: 

^. log (l+p-)-:^„ log(l-p-)^ 2^„ ^^^ . ^^^,(,,_,, ; 

S.iog(i+p-)-f iog(i-p--)=S„^ . Y:p^5^; 
:^jog{i+p5")-:s„iog(i+p2"->)^:ï„4i^ . -£-; 

TTu TCu ;ru TTu 

X log (l-p2"e" f )-fS. log(l-p2"e^').l„ Iog(l+p2"e~ ^)-2'.log(l+p2-eK')^ 

4.2». 1. (2tn-l)TCa (2m-l)xu 

■"2in-r 1-p2l2"-nM^ T^« j. 

TCu ICU OTl TCU 

^.log(Up2"-'e~^)+l.log(l-p2-'e"^')-^„log(l+p2"7K')_viog(l4.p2ne^). 

I i I I 



mTCn mTtvi 



."m * 1 + (- D-'p-'V® ^® ;• 

^tn xg 7PU TCu 

X Iog(l+p«»->e ^')+l'„log(l+p''-'e^)-f„log(l+p2"e" ^')_ vj„g(i^ 2„^ K?) 

• Il I / 



mTCu mTUu 

% (—1)"» 



V 



■ i^-P^+'"'^l 



i m 
En substituant ces valeurs on . trouvera : 

Ttn TtVL 

(4) log sin am u =» log( — )4- log (1 ~ e ^') — log ( 1 -fe ^') — 

__ o V ± . P A K' oj_^ K' \ 

i°'2m-l-l-p2(2«-it • (^ -2+« ;■-= 

XU TTU 
9ir< 

-=log(- ) + log(l-e K')_i„g(i^^ K')_ 

_2;s — -H- — /« 2K' _„ 2K' \, 



(5) log cosamu « - ô^'"^ ^^^ ^ "~ ^^9^^ "^* ® ^^ 



00 1 

-^m 

I m 



mxu m/ru s 



P"* _/« 2K' _. 2K' \ . 



(6) log ^ am u -= - ^' + ^^S 2 -"logA +e ^' ) — 

niTCu in;ru a 

« 

ou. De la même manière on trouvera des équations du 48: 

(1) logsmamn-=log(-:^-) + logsin(— )+2^. — . j^;^ . cos(-^— ), 

(2) log cosamu ^log(?1^5)+,og,,3(g)+2f.-l. _^^^,cos(f ") 

(3) log ^amu^logKk' +4^2^- ï^^^ ' -«(^"^'^j, 

j(4) log sin am u ^ — log |/k -f- log (1 — e ^')— log (l+e ^ ) -- 

(2m-l)7ru (2m-l)TCu 

_2l-i P"^-" re~^S^+e S^) 

."'2m— r l-pît2--H • '■*' ^ ''' 

TUU 

(5) log cosamu — log( / , 1 — ^/ ~ log (l+« ^ ) " 



m 
) 

T™m ' l4-(— l)»p' 



-Si ^L_(.T-+.-T-). 



. «u 



(6) log//amu = log(-il;^)-g,-log(H-e K') 



Kp 

mTCu ro^u 

_5 (— D" p" /.~K^_i_. K^ 



m 



. ^. . (,-^+.- K. ) . 



•^l* En dîfférentiant les formules des paragraphes précédents par rapport 

à n, on trouvera les séries nouvelles: 

,^. cosamu. ^iamu n f i'^^\ ,% q" . / ^ttu >.i 

smamu 2K( ^2K^ i 1+q "^ K ^ ) 



,^. sinarou.z/amu TC r /-^cux . ,% q" . /^ nTCu ^j 

(2) • - Kr.\ tang {^ + 4 f. ^^^l^^.^. • «m (^-) } ; 



cosamu 2K 



13 



, sin am u . C08 am iu;_ in <», q^"~' _ . A2n-l)7txi ^ 



(2m-l)7uu (2m-l)7Ca 
^^^ co8amu.z/amu _ 27rt e ^ % p2(2m-i )/ ^, * K' \ ( 

1-e K' 

^^ cosamu ' "2K' ( _^'^ . "l +(-l)"pA ^' 

1+e ï^' 



l - -=5 mffu 




TCU 

. sinamu.cosam 

On peut de là trouver le développement en séries infinies de l'inverse 

des fractions précédentes. En effet on a: 

i\ sinamu.z/amu ^ sin am u . cos am u , ^2 sin am u 

cosamu ' z/amu * cosamu.^amu' 

cosamu.^amu , 2 sin am u . cos am u cosamu 



sin am u 



^arau sinamu. J^amu ' 



cosamu.^amu , sinamu.^amu z/amu 



sin am u cos am u sin am u . cos am u 

Si l'on remarque maintenant que: 

? g" . /nTTuX ^» q^°~^ . / (2n — l) TCu\ _ 

t" l + (-l)"q" • ''" \k)~ . - 1 - q2t2n-i) • ^'\ K~~ J ~ 

% q2° . /2n7ru\ , » / q2°-i 2q2°-i\ . /(2n — 1)tcu\ 

=fiT?"n-«'°(-irj+nû^--ï"^ï^^ — K--)^ 

« q2" . /2niru\ » q^»-! . /(2n-l);ru\ % , ^.^ q" . /n^uX. 

« q" . /nTCu\ Ç q" . /n;ru\ ^» q^^^o-i) /(2n-l)7ru\ 

on trouvera des équations précédentes (1), (2) et (3). 
_. sinamu tc / tcu. , .% . .. q" . .uttu ) 

cosamu.z/amu 2k ^K^ 2K i 1+q K f 

._. cosamu tt i ttu. .% . ^. q" n^ru ) 

(8) -. :i = TjiïP { cotg (k^) — 4 a (—1)" . t I /iu. -^'S'"t-^) > ; 

smamu.^iamu 2Kf ° 2K i l + i-irq" K | 

^amu TTf 1 , ^«0 q2(2n-i) r2n-l)TCuJ 

smamu. cosamu K( . ,;ru. i i— n^t^n-u k ' 

sin (^) 

9a 



)à8 



De même on trouvera des équations précédentes (4), (5) et (6): 

(2m-l)xu (2m— l)TCn 
f,û^ sinama In % p'"-' / r~"_~ K^ \ 

^ ' cosamn.^amu k'*K'*r"l-D2<2"-'>\ / 



mTTD mTCa 



^"^ sinamu.^amu' 2K') »ru ^^T"^ ^' 'l+C-D-p-'V A 





nvL 


1-e 


K' 




TCll 


l+e 


K' 



l — ==-, miru mTCu j 

(12) ^-^?n^^ =^Ji±^+2\- P^P"-e~^"U. 
sinamu.cosamu 2K j nvi i l+p^x // 

'l-e ^' 1 

ft/i. Des formules du paragraphe précédent on tire des développements 
nouvelles en séries infinies en ayant égard aux équations (9), 10) et (11) 
du 11. pe ces dernières équations on tire : 

cosam(2u) ^ (cosamu ./^amu ^ sînftmu ) 

sinam(2u) ^ \ sinamu cosamn .z/am ui ^ 

z/am(2u) ^ icosamu. ^amu , ^^ sinamu ) 

sinam(2u) ^ ' sinamu cosamu . z/am uf ' 

1 j 4 sîn am u . ^ am u , cos am u I 

8inam(2u) ( cosamu sinamu . /^amui 

Si l'on substitue ici les valeurs des équations du paragraphe précé- 
dent, et qu'on pose -- au lien de n, on trouvera: 

cos-amu tz \ nn , % q^° . .nTTu.) 

smamn 2Kf 2K i l+q-"* K j 

^amu _'^ i 1 .% q^"~^ . / 2n-~l );ru^ | 

î;r^;;77""2K . ,^u, ^r"i+q-^-i-'*''^~ 2k" ^i' 

sm C^;^) 



(2) 

81 n 



(3) 



(4) 



(5) 



sinamu 2K( . ,tcu, ^ ."l-q2— i"""'^ 2K ^l' 

9m(-) 

tu ,« ., 

-2^ , , (2m-l)TCn (2m-l)7ru 

cosamu _J1 )_?___ _v _p!!I!_/', 2K^_„ 2K^ \) 

sinamu ' K'| jKa. fl-pî—'V >/(' 

1-e K' 

-r=j (2m-l)TCn (2m-l)itu 

sinamu K'J wu "^ r"l+p»— 'V® ^^ 

1-e' ^' 



(6) 
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1 7C (1 + e ^ , « p2« / -^1 






sin am u 2K' 

l-e~ K' 

^*J« 8i dans les formules du paragraphe précédent on pose u + K au 
lieu de u, on en trouvera: 

(1) = ^j^\ tang C^^^) + 4 2„ (—1)». -^„ . sm (^^) >, 

cosamu 2k'K( 2K i 1 +q^° K | 

,^, 1 TT ) 1 1,%,,,, q^°"^ ,(2n-l)mi I 

(2) = ^,j^ ) h 4 A(-" 1)". ,1 »n,i . cosC — -^^ — ) > , 

cosamu 2k'Kf .ttu^ i l + q-^" ^ 2K ) 

(3) :^-^-^E,i-Ji--,\i-ir.J^.U^^^^)U 

cosam 



au 2K I .nu^ i l — q-" ^ 2K j 

cos Côt?/ 



2K^ 

(2m-l)7ru (2m-l)7ru 



... sm am 
C4) 






cos am 

(2m-l)7ni (2m-l)7ru 



^ ^ cosamu k'K'T^l+p^- 



1 . (e 2i^' +e ■ 2K' ^ ^ 



mTTu m77U. 



^4- Si dans les formules du 52 on pose u 4- iK' au lieu de u, et qu*on 

remarque que: 

. ,i;rK', i 1 - q AnK\ . 1 + q 

cotg(^^- ) = -— r— -— , 

l-2qcos(— ) + q* 

j (H-q)Vq.sin(^)-i(l-q)l/'q.C08(g) 

• M • 



sm( ^— ) 1 — 2qcosC- ) + q* 

. .n7r(u-f-iK0x 1+q^" . ^nTru. , . l-q^" ,^t^vl 
sm(— )=^ -2^sm (-^) + , . _- . cosC-^), 

et enfin que K, K' et q sont des quantités réelles en même temps que u et k, 
on trouvera: 

q . sm {---) 
(1) -5^„q". sin (-^-) - 



. 1— 2qcos(— ) + q^ 



-' • 
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' '^ l-2qcosa + q« 

■Kl 

(3) -2'„ yç^^-K cos(— -__ — == , 

1 2q cos(^ ) + q* 

(4) ■iamu = ^ -— ^ , + ^f°'^"W°-''°-^-r) ' 

1— 2qco8(j^) + q* ^ 

(5) cosamu = j^j-- — — - + ^„î/q^»-.. -3__ eo«(_^- ) 

U-2qcos(- )+q2 ^^ 

. ^j( l+q)Kq-.sin(g ) r2„-l);ru ( 

(6) 8in am a = — ( \- ^^y qî-', --^- - . sin (— hï>— ) \ ' 

IV 

I ""TTFî « . (2ni-l)7iu 





(2m-l)7ru (2m-l);ru, 

2ai-- 1 



(«^— =è'J-^+f»(-^)"TH^^(« ^K'-+: iK- )\ 



1+e 

7TU 



**■ OD r»2in / -— • 



mTTu inTCu 



<»'"»•"»- T^-F^ + ^ ?■<-"•■ rf^P" -" "'^i 

Les trois premières formules sont des formules purement trigonométrie 

Kx 
ques. Si Ton y pose u -= — , on peut les réduire à la forme: 



2' 



(10) 5„ q-i sin (nx) == — — -^î^^^-y— 

I 1 — 2q cos X 4" q 

(11) f q° '«■»(— 2—)- t_2qeo8X-fq ^' 

(12) :?„ q'-' C08 ( ' - ' ) 



. ^ ^ 2 ^ l-2qco8x.+ q*' 

où q est une quantité quelconque réelle plus petite que l'unité, ou imagi- 
naire dont le module est plus petit que l'unité, et x une quantité quelconque. 
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Si Ton multiplie Téquation (11) par sin (— -), Téquation (12) par cos (— -), 
et qu'on en cherche la différence, on trouvera de plus: 

(13) X q"-^ cosCnx) = :; — ^AZli — et de là: 
1 ^ 1 — 2q cos X + q-* 

1 — O* 00 

*- 4 ^ 1 +2 JT 

1 — 2qcosx + q^ ^ i 

A Taide des formules (11), 12) et (14) on peut réduire les formules 

(4), (5) et (6) à la forme: 

(15) z/ ara u - ^{ 1 + 4 ^„ j^^ . cos(^) j, 



(14) o, „.■_ . ^ -1+22'„q»co8(nx). 



/,^. 27C % l/q2°-i (2n-l)7ru. 

(16) cosamu— j^- .-2'„^-p-2^3;:j.co8( ^ ), 

n7, . 2;r « y^^ . (2n-l)7ru 

(17) smamu^ kK ° l-q^""^ ' ^^" 2K 

&&• Si enfin dans les formules du 32 on pose u + K -j- iK' au lieu de u, 
ou, ce qui vaut le même, si dans les formules du paragraphe précédent on 
pose u + K au lieu de u, on trouvera les formules: 

sin am u 2rç « Kq'°~' •„ ((^tM"^) 

^' ^amu ~ kk'K'T"^ ^M +q2»-i • ^"^ ^ 2K ''' 

^'^' ^ am u kK • r"^ ^' 1 - q2"-i • *'**' ^ 2K ''' 



(4) 



(5) 



^ (2m-l)TCu (2m— l)jru 

(2m-l)«u (2m-l)TCn 

sinanru 7C_ » ,.„ Kp-"~' /„ 2K ' _„ 2K^ \ 

^amu " kk'K' T"^"^ •l4-p2«-»V /' 

micu mîCu \ 

cosamu x ( , „« n" / ~5t — , W" \\- 

^'' -^I^--2kK^Î^+2f(-ir.ï^^(e^ +e ^ j} 

'^^« De même que dans la théorie des fonctions trigonométriques outre les 
deux fonctions principales sin u et cos u, on considère encore les quatre fonc- 
tions : -7— , -r— , — , — , de même dans la théorie des fonctions ellip- 
sin u' sm u cos ^ cos u^ '^ 

tiques outre les trois fonctions principales: sinamu, cosamu et z/amu, on 
considère les quinze fonctions: 

1 cos am u z/ am u 



sin am u ^ sin am u ^ sin am u ^ 
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sin am u ^ am u 



cosamu^ cosamu^ cosamu^ 
1 sinamu cosamu 



^ am u ' z/ am u ' -/ am u ' 
C08 am u . ^ am n sin am u . ^d am u sin am u . cos am u 



sin amu ' cos am u ^ ^ am u 

sin ara u ^ cos am u d am u 



cos am u . J am u ^ sin am u . ^ am u ' ^ sin amu. cosamu ' 
Dans les paragraphes précédents nous avons donné les développe* 
ments de ces dix-huit fonctions en séries infinies de deux manières différentes 
en fonctions de p, et de même en fonctions de q, donc en tout soixante- 
douze formules différentes. De plus nous avons trouvé des développements 
des trois fonctions principales, sinamu, cosamu, /^amii, en produits d'une 
nombre infini de facteurs en fonctions de p et en fonctions de q, donc 
six formules différentes. En tout les paragraphes précédents contiennent donc 
soixante-dix-huit formules différentes. 

^ * • Des formules précédentes on peut déduire le développement en série 
infinie de l'amplitude de u en remarquant que : am u -== / ^ am u . du. 

o 

Si l'on substitue ici la valeur de ^ am u donnée par la formule (8) 
du 39, on trouvera: 

TTU 7CU TCu 

(li amu = ^- -2 arctang e ^^' + 2% arctang (j^r-Tn^®^^ ""^ ^^ )) ' 

£n substituant la valeur de ^ am u donnée par la formule (6) du 



40 on trouvera: 

(2) am u = u-f 2 2^ {-!)» j j^^. g^- arc tang (-f^^a^ . tangt^^)) j. 

En substituant la valeur de -/amu donnée par la formule (7) du 54 
on trouvera: 

TCu 

(3) am u = ^ 2arc tange ^^ — 

(2m-l )7rvL (2m- l)7ru 



■ "2m-l • 1— p2"-V * )■ 



Enfin en substituant la valeur de ^amu donnée par la formule (15) 
du 54 on trouvera: 
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Chapitre huitième. 

Fonctions de Jacobt, 

on. L'illustre Jacobî a le premier attiré l'attention des géomètres sur les 
produits d^un nombre infini de facteurs, qui dans les équations du 48 for- 
ment les numérateurs et le dénominateur commun des trois fonctions elliptiques : 
sinamu, cosamu, ^amu. 

Nous commencerons par le développement de ces produits en séries 
infinies. 

Considérons donc le dénominateur commun des trois premières équa- 
tions, que nous désignerons en fonction de u et k par B (u, k), ou, tant qu'il 
ne s'agit pas d'autre module que k, simplement par B (u) : 

e (u) = il» (1- 2q^'»-'. C08(":) + q«(»«-») = 

\ iiru ixu 

= n^ (l-q^"'-^ e'^") (1— q^»-^e""~^ ). 
1 

Ce produit est toujours convergent, puisque q ou, si q est imaginaire, son 

module est toujours plus petit que Tunité; donc on peut le développer en 

série de la forme: 

imicu 

0(u)-*l„A„.e"^, 

où An est une fonction de q et de l'indice m. 

Pour la déterminer posons u = v -|- 2iK', donc : 

ÎTCU 2îuK' iTCV ÎTCV _7UK' 

e^^^^e ^.e^ = q*. e *^ , puisque: q =^ e ^ . On trouve alors: 

e(u)=JTn(l— q'-î-'+^eK j(l-q2«-3. e ^ j. 
Maintenant on a: 

iltVv . ÎTtV. 



\ 



^i„(l-q^'"+^eK )= ^^^-^^G -<!""""' • « ^ )' 



1— q .e^ 



^in(l-q^"-^e KJ_^i_q-,^^ ^J.nJ^l-q^^'Ke^) 



= — q '. e 



ITUV , iTCVv . ^^^\ 



10 
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où chacun de ces prodait8 d'un nombre infini de facteurs est convergent; donc: 

e{u)-=-q-^e~'^".^„(l-q^— ^e^ )(l-q2«-». e" ^ )=-q-i.^"^ .0(v). 

îmTUu imTtv 



+ 00 — = — ^-00 



Mais: 9 (u) -- -IS'n, A„ . e *- -= ^m A^ . q^™ . e 



00 -.00 

îmTCv 
(v) =*■!„ A„ . e~S~; 

_00 

donc on a: 

imTCv îiuv îmTCv i(m-l)TCv 

+ 00 ~^ ~ ^ +00 — ^- +00 :^ 

-SA n^" e ^ = - o"* e ^ -SA e^=- fl-^ -S A e ^ = 

—.00 00 00 . 

imîCv 

1+00 - - - 

* """ • ^Bï **Bi+ 1 • e • 
q _oo 

De là on tire: An,, q^*" •=^ . Am.i, Am+i -^ — q'-"^^ . An,. 

q 

Si Ton pose ici successivement m = o, + 1, + 2, + 3, . . . — 1,-2, — 3, . . 

on trouvera: 

Al = — q Ao, Aa ^ — q^ A 1 = q*Ao, A3 -= — - q® A^ ^ — q^ Ao, . . . . 

A_i-- — qAo, A-2 — - q^ A_i = q*Ao, A-3 =- — q® A -2^ — q^ Ao, .... 

Donc enfin on a en général: An,^= ( — D". q"'. Ao, où Ao est une fonction 

de q. Si l'on désigne cette fonction par f(q), on aura donc: 

00 ^1 

(1) e (u) = J4(l-2q*"-« . C08(^) 4- q«t«— ») = 

imTTu . vaatxi imTUu. 

- f (q) . X ( - D". q-". e~ ^ -= \ f(q) . % {-\Y.^\ u'^ ■\-'^ ^~ ) - 

— 00 00 ^ 

= f(q) .^«(-l^q-^.cosj^ j^-j. 
Si l'on pose u + iK' au lieu de u, on aura: 

e(u + iK') — ^n.(l-~q''"-^e'*~^~.e"K"j(i_q2«-i.e~K".e K j _ 

s iTCu. . iîCu 

-=/I„(l-q2«.e"^Xl~q'""''-®~ / = 

= (l-e'"'^^) . it(l-q'» . e^)(l-q«».e~"^j _ 



ITUU 



I^U, 5^ _ ^ „ «TCU. 



= 2ie 2K. si„( —^ . ir„ ( 1 - 2q»-. cosC^ + q«"), 
et de plus: 
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raTcK' îmTCu îmTtu 

— 00 __00 

îTCu '2m+l 2 i(2m4-l)TCu 

iTtu 2m-l * i(2m-l)TCu 

f(q) .~3K +^ /^,.„„V2 ' . 2k _ 



Kq -" 

Kq 

îKa 2m-l * i{2m-l)TOn i{2m-l)TCu 

lA -* ■ ■ 

Donc en désignant par 0i(u) la fonction: 

e , (u) = 2l/q 8in (~) . Â-„(l-2q»". cos(''j^-) -(- q^"), 

on aura: 

ircu 2m- 1^ î(2m-^l)TCu 

(2) ei(u)=— il/q.e^ï^.e(u + iK')-if(q)/:C(-l)"'q^~^~ .e~ 2K~= 

— 00 

2nî-L^ 

=-- ~ f(q).3(— D^.q ^ . «"V~2K )• 

Si dans les équations (2) et (1) on pose u -}" K au lieu de u, on aura 
les fonctions: 

(3) e,(u) - e^Cu+K) ^2]/q . cosQ-^j . H^ (l+2q^'". co8(^^)+q4«')- 

,2m-l 2 i(2rn-l)7Cu ,2m-l2 

tf X V° ^~2""^ 2k ,r ^"v ^"2~^ /(2m-l)TCu\ 

= f(q) .2^q ^ e 2K _ f(q).:S„q ^ . cos —^J— ; 



(4) 



ej(u) -0{u+K) = nJl+2q«'"-'.cos(^Wq2'î'»-") - 



imTCu 



-f(q).Xq"'°.e ^ = f(q) /f„ q»'. co8("|°). 

— 00 —00 \ li. / 

Si dans les formules précédentes on change k en k', donc K en K', 

K' en K, q en p, et de plus u en iu, on trouvera les quatre produits qui 

forment les numérateurs et le dénominateur des trois dernières formules du 48: 

10* 
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(5) Z(u,k) = e^(îu,kO « l^p . y±l^i . iï„(l+p«". e ^')(l+p^". e^') = 



e2K' 



= f(p) .t p~'~^ . e'~^^=- f(p) X /"^~^ . e~^^; 

— 00 —00 

(6) Zi(u,k) = 01 (iu,kO ^ iV^p.lz?:^' .ir„(l-p2".e K')(l-p^eK') ^ 

2n>l ^ (2n-l)7uu ^ i^^l^^ ^^'^1^^ 

= if(p).:C(-l)"p 2 .e 2K' «Jif(p).'^^:(.i)np^ 2 \, 2K^-. 



TCU TCU 

00 



(7) Za(u,k) - e(iu,k')== iT„(l-p»"-'.o K')(l-p«"-«. e^') = 

1 

nitu nTUu 

=- f(p)7f„ (- D». p»'. 6""^= f(p) /1{-I)«p»'. e"^; 

~-ao 00 

XU TCU 

(8) Zs(u,k)=.e3(iu,k')-^„(l+p^"->.e"^)(l+p2«'-ï. e^) = 

nTUn nicu 

= Kp) X p-' . e~ K"= f(p) /f .' . e^~ . 

— 00 __0O 

^On tire de ces équations les formulea suivantes pour les ©fonctions et 
Zfonctions de Targument imaginaire iu; 

^^j 1 (iu,k) = Z2(u,k'), 0i(iu,k) =. Zi(u,kO, 
( 02(iu,k) -= Z (u,k'), 03(iu,k) ="- Z3(u,k'), 
(Z (îu,k) = 02(u,k'), Zi(iu,k) ^ - 0i(u,V), 
(Z2(iu,k) - © (u,kO, Z8(iu,k) = 03(u,kO. 

5y« La fonction f(q) sera déterminée en donnant à u une valeur particu- 
lière. Si dans Téquation (1) du paragraphe précédent on pose u ^=* o, on aura : 

iT« d-q»--')* = f (q) *i. (-1)- q-', 

I —00 

et de là: 

(1) f (q) = U 

^(— O-.q"' 

_00 

K 
De même, si dans la même équation on pose u ^= — , on aura, puisque 



j 
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C08 (-X-) = o pour toute valeur impaire de m, et cos i~z-) ^=^ (— 1 )*" pour 
toute valeur paire de m: 

iT« (1+ q't*-'0 = f(q) i^^m (- D" q*-', 
et de là: 

il- (1 + q»<*— '•) 

(2) f(q) = -V55 • 

-5. (- D- q^"' 

£n comparant ces deux valeurs de f(q), on voit que le dénominateur 
de la première se change dans celui de la seconde, si Ton pose q^ au lieu 
de q. Donc on tire de 1 équation (1): 

iT«(l-q^<^"-'^)* 



f (q*) - H.00 , 

^ (— D'-q*'"' 



— 00 



et en divisant cette équation dans Téquation (2) on aura: 

1 

Mais (l-q^l2n-l))2._(l^q2(2m-l))(l_q2(2«-l))(l_q4{2rB-l))^ ^O^C *. 

f(q) 1 n^ii-^'-) 

'^^*^ n;„(l— q^^^-'^Od-q^^^"»-*^) W„(l-q^t^"'-^0(l-q^^2'"-*')(l-q*^'») 
I I 

Or on a: 

I I 1 

et n„ (l-.)'(»"- '>) (l- q2'-) --77„ (1 - q'"). 



Donc : 



f(q) ^(1-q*") 

I 

Si Ton pose ici plusieurs fois de suite 5[**.au lieu de q, on trouvera: 

1 I 

et en multipliant un nombre n de ces fractions on trouvera: 

1 

Si l'on fait ici croître n indéfiniment, la limite de q(4") deviendra zéro, 
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puisque q ou, si elle est imaginaire, son module est toujours plus petit que 
Punité. De plus si dans l'équation (U on pose q ^= o, on trouvera f(o) = 1. 
Donc on aura: 

(3) f(q)=^5 L_._,{(p)= 1 



ilmd-q^"-) iTJl-p2») 

1 1 

60. Des formules (1), (2), (S) et (4) du 58 on tire: 
(u + K) = 0a(u% (u + 2nK) = 0(u), 
(1) *®i(" + K)=-0a(u), 0i(u + 2nK)-{-l)"0,(u), 
©aCu +K)= - 0,(a), ©2(u+ 2nK) = (-l)"©,^ 
03(u + K) = fn), 03(u 4- 2nK) -= ©,(u), 

I 

et en remarquant que: 



V^q. 



e 



^ro- zr<, ^t(u + iKO « 
•^ 7c(2m-K0 ,KK- 

2K _. ^ 4K _ e 



7Cu 



e*KK- 



on trouvera de plus: 

TCCu+iK -)' itu« 7 tCu+2niK- ,« TCu'» 

e *™' .©(u4-iK'H.e'«^^.0,(u), e *^' ©(u+2niK0=(-l)".e*^^.©(u), 
TCÇn+iK)" ffu« TC(u+2uiK')' Itu^ 

e *™' . 0i(u+iK')=i.e*KK;@(u), e *^^' . 0,(u+2niK')=(-l)".eï^0i(u) 

|e "^^^ . 02{u+iK')- e*™'.©3(n), *^^' . 0a(u+2niK') = e*KK'. ©,(„), 
TcCu+iK ')* jru^ ;i(u + 2niK)' Itu* 

e *^' . 03(u+iKO= e4KK'.@,(u)^ e 4KK' . ©3(u+2niK') = e*KK\ ©3(11). 
De même on tire des formules (5), (6), (7) et (8) du 58: 

Z (ufK,k) = ©aOn + iK,k'), 
Z,(u+K,k) == ©,(iu + iK,k'), 
Z2(u+K,k) = © (iu + iK^'), 
Z3(u+K,k) = ©3(iu 4 ÎK,kO. 
Mais si dans les formules (2) on substitue iu au lieu de u, et k' «tu lieu 

de k, donc K au lieu de K', K' au lieu de K, on trouvera: 
lt(u+KP _jcu* _jcu^ 

e 4KK' .0,(iu+iK,k')=e *^^' . Q^im^) ^ ^ *^^'.Z3(vi,k\ 

TC(n+ K)^ _ TCu'' xu« 

e~ 4KK' .0,(iu+ÎK,k')=i.e *™'. ©(iu,k') = i.e~*^^. Z2(u,k), 
_7c(u-fK)5 _ ^^ _-!^- 

e~ 4KK'~^^ ©(iu4-iK,k') = i.e *^^\ ©,{iu,k') -= i.^*^'. Z,(u,k), 

g(u+K)» _ TTU* _ n^ 

*^^' .©3(iu+iK,k')=e ■*^^'.©2(iu,k') = e •*^^'.Z(u,k). 



(31 
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Donc on aura: 

TtÇu+K)^ ^nvfl ?r(u+2nK)^ _ nu^ 

e *^' . Z(u+K) --e ^^\ ZaCu), e ^^' . Z(u+2nK)=e ^^K'.Z(u). 

;r(a+K)^ _ ^u^ ;r(u+2nK)^ __ nn^ 

^e 4KK' . Zi(u+K)=i.e iï^K; z,(„)^ 3 4KK' .Zi(u+2nK)=(-l)".e"4^Î^Z/u), 

^(u+K)2 _^ ;r(u+2nK)^ jtn^ 

'e 4KK' .z,(u+K)=i.e^KK'z^j„) 3 4KK' .Z2(u+2nK)=(-l)".e*KK' z^(„)^ 

;r(u+K)^ ___^ ^(u+2nK )^ ttu^ 

e 4KK' .Z3(u+K)=e ^^K' ^(u), e ^^K' .Z3(u+2nK)=e ^^K'. Zsluj. 
De la même manière on trouve: 

Z (u + iK'J ^ Zi(u), Z (u + 2niK0 -= (- 1)«. Z(u), 
Zi(u + iK')« - Z(u), Zi(u + 2niK') -= (- l)«.Z,(u), 
^^^ ^ Z5,(u + îKO = ZaCu), Z^Cu + 2niK0 ^ Z^Cu), 
ZaCu + iK') = ZaCu), ZsCu + 2mK0 = ZgCu). 
On voit de là que, tandis que les ©fonctions et les Zfonctions sont 
des fonctions simplement périodiques avec l'indice de période 4K pour les 
©fonctions, et 4iK' pour les Zfonctions, les rapports de deux quelconques 
des ©fonctions, ainsi que les rapports de deux quelconques des Zfonctions, 
sont des fonctions doublement périodiques avec les indices de période 4K 
et 4iK'. 

t>l« Il résulte des formules du paragraphe précédent que les fonctions: 

©Cu), 0,(u), 0a(u), 03(n) 
subissent les mêmes transformations que les fonctions: 

Ttu^ Ttn^ TlU^ TTn^ 

e"'"^^'. Z(u), .i.e"^^; Z,{xOM^^\ Z^lu), e'^KK'.. ZaCu), 
quand on donne à l'argument u Taccroissement K on Taccroissement iK'. 

Or on peut démontrer Tégalité de ces fonctions à un facteur constant, 
fonction de k, près. 

On remarque ici que les deux groupes de formules du 48 et 54 qui donnent 
les fonctions elliptiques sinamu, cosamu et^amu en fonctions de u, de q et 
de p, sont tous les deux déduits des séries de produits doubles du 45 
en y effectuait les multiplications par rapport à m ou par rapport à n. 
Mais on ne peut pas retourner à ces séries de produits doubles pour trouver 
les relations entre les ©fonctions et les Zfonctions. En effet tandis que par 
exemple la série double du 45: 
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ÏT JT V2nK + 2miKV 

II./ U ^ 



1 



-k 



.2nK+(2in-l)iK7 
est convergente, les séries: 

^- ^ (' - (2nK+"2nnK ')')' «>' f f»^ " ( 2nK+(2m-l)ÎK' )') 
pris séparément ne le sont pas. 

II faut donc ici employer d'autres moyens pour trouver Texpression 
des ^fonctions en fonctions de p au lieu de q. Or ce moyen est la trans- 
formatioh générale d*nne série dans une autre à Taide du théorème de Fourier: 

1 +00 /*b 

— -^m I Ç(a) . C08 (2m(x— a)) . da = ç(xi) + çCx^) + 9(^3) + • • • 



où Xx, X2) X3 .... sont les valeurs dex± n?r qui tombent entre les limites 
a et b, avec la restriction que, si l'une de ces valeurs, par exemple x^, 
coincide avec une des limites a ou b, on mettra ^9(X|) au lieu de fCx^), 
et, si la fonction 9(x) change de valeurs dans le voisinage de lune des 
valeurs X|, x^, X3..., on considéra comme valeur correspondante de la 
fonction ç(x) la moyenne de ses deux valeurs. 

Si Ton pose a= — Qo, b =* -f- ^^ et si de plus la série -^^^(x+n^r) 

-00 

est convergente on en tirera: 

+00 2 +** r+*^ 

:S„ ç(x4-n^) = — ^m / ç(a).co8(2m(x— a)).da. 

_oo n — m J_ 00 

Nous rappeleront ici en peu de mots la démonstration de ce théorème. 
Considérons l'expression : 

. sin((s-t);r) 



2n-f 1 



. ,(s-t)zr. 
^'°^"2n+l^ 

où s et t sont deux nombres entiers quelconques entre les limites — n et 
-|- n. Cette expression est égale a zéro, tant que t difTèro de s, mais elle 
est e^ale à l'unité quand t coincide avec s. Donc on a en j]:énéral: 
/ sTT \ ^ -rj / xn \ sin((s-- \)n) 1 
V2n+1/ r: l2n+l/' . >-tK * 2n+r 

ou, si l'on pose: « • 1 ^ '^^ ^^ "^ (2n4-l)x: 

1 •. / ♦* \ sin((2n-|-l)(x--v,-)) „ 
y (,,) _ L % p ( >? \ 2n-fl ^ 

^'"^^-2iiTI^ 
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Si Ton f£Ût ici croître n indéfiniment, la somme deviendra une intégrale 
définie entre les limites : lim(-— 7 -) =- ^ , et lira ( - ^) = -I- -, et on 

FW = r^ { l [+% (P) ■ «in((2n+l)(x-g)) I 

^ ^^ n sîn (x— p) I 

~ 2 

X ayant une valeur quelconque entre — - et -f- „ . 

Mais on a pour une valeur quelconque entière de n: 

. 8in((2n + l)z) — sin ((2n ~ l)z) 

cos 2nz = — ^^ ——i ^^^^ -— 

2 sm z 

r^ -^ ç, sin ((2n + l)z) 

Donc : — „ cos 2roz = — ^^^. — ' — —^, et : 
-n sin z 



iim c I ==, 2 cos 2mz. 

n=oo\ sraz / _^ 



Donc enfin Téquation précédente deviendra: 

F(x) == ^X ï ' F(P) . cos (2m(x -P)) . dp. 
Si l'on substitue ici ç(x-{-n;r) au lieu de F(x), on aura: 

ç (x + n;r) =-^^m/^ %(P + ott) co8(2m(x - p))dp. 

~ 2 
Si de plus on pose P 4 nTf ~^ a, et suppose n un nombre entier 
quelconque, on aura: 

1+00 /•<"+i)'^ 
9(x + n;r) -- 2„ / <p(a)('08(2m(x — a)) . da. 

(n - i)7r 

ioo 

et de là, si la somme — „ Cf;(x -\- n^r) forme une série ronvergente: 

— 00 

-^^n 9(x+ nTT) -- 2'„ / 9(a) . c'ofi(2m(x — a)).da , 



00 



on alors il n'est plus nécessaire d'ajouter la condition que x tombera entre 
les limites — et -j- , puisque la valeur de cos (2m (x- a)) ainsi que 
celle de la série convergente — „ ? (x | n7r) ne sera pas .cliangéc si l'on 
ajoute à x un nombre quelconque de -|- tt ou de — 7t. 
Si Ton pose dans l'équation précédente: 

^ = 2K' ^ '■" 2K' ?W "" ? W ="-' ^W, on aura: 
(1) 3iF(" + 2nK)-2l3j F(v).cos('^(u-v)).dv. 

— 00 
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Pour la transformation à laidij de cette formule de la fonction: 
7ru' nvL^ .2n— K^ (2ii— l)yru 

e"*^'. Z(u) -^ e~*^'. (ip)X p^~^ . " ""2K' 



e 

_00 



Tiu'^ (2n — O^ttK (2n — l)7iu ^- (u+(2n-l)K)^ 



^-^f(p).o *KK':v^ 4K' .^ 2K' .-=f(p).X, 4KK 

_ 00 —00 

on pose donc: 

— " -(u-K+2nK)» _'^»-Ç)! 

F(u + 2nK)=e *^ ,ou:F(u)-e ^^K ^ 

L'intégrale définie dans la formule (l) deviendra alors: 
r°°F(v).cosÇ(u-v)).dv=J e *^' . cos ("^ (n-y)) . dv, 



00 -0° 



I, si Ton pose ^V ^^(v — K) = z, et 1/ -^ =^ p: 



ou 



(- 1)». 2]/^ •/ e"'' . cos(?|î - 2mPz) . dz - 



00 

•4-00 2 



= - (- 1)-". 2^ ^- . cos(-^-) ./ e-^*. cos (2mpz) dz 



00 
.9 



en remarquant que, puisque e . sin (2mPz) change le signe avec z: 
e . sin (2mPz) . dz == o. Mais : 



/ e"'*.oo8 (2mPz) . dz = if e~''(e2™'?^+ e-^^ipZ) j^ _ 

- -00 — 00 

_ 00 Îl 00 —00 

Donc on a en substituant la valeur 8^=1/ : 

^ K 

•foo _ ™1^^ 

/^ F(v).cos&u-v)).dv = (-l)r2l/Kk^cos(5^^^ «^ = 



--= (- 1)-. 21/KK'. q-^ . cosC^^-), 



puisque q ^= e ^ . En substituant cette valeur dans l'équation (l) on 



aura enfin : 



nu^ 



*KK'. Z(u) ^- f(p) :SFK-h2nK)=f(p)yÇ' :X (-l)-. q< cosC"^") 

— 00 ' J^ _oo il 

H-00 _. 

ou jiuisque: 0(u) -^ f(q) . J5'„ (—1)". q""'. cos( j~): 



(2) ®1")- l/'K -4KIC' Z(") 
^^ î(q) - F K' • ' • W 



— 00 

2 
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De la niétne manière, ou bien en subijtîtuant successivement au lieu 
de u : u -\- ïK\ u 4" K + iK', et u -}- K, on trouvera : 



TIU* 



(3) 



(4) 



(5) 



S(qj' - '^ K'-^ ■ f(p) ' 



TTU* 



f(q) ' K' • ' • l(p) ' 



7ÏU* 



Qs(») „ 1/K -ÏKk' ZaC") 

f(q) " " '^ K' • ' • f{p) • 



b-^. Jacobi.a désigné par ^x, ^^x, ^^^î ^3^ ^^ quatres fonctions: 

ef"^) 0,(2f) e/f) e/f) 

^^) ^"^~f(5~' ^^^ == ~ fTq) -' ^*^="""f(r~' ''''^^"f(q)"- 

Si l'on substitue ici les valeurs des quatres ©fonctions du 58, les va- 
leurs de ces fonctions exprimées par les Zfonctions par les équations du 
paragraphe précédent, les valeurs des quatres Zfonctions du 58, et enfin 
les valeurs de f(q) et f(p) données par les formules (3) du 59, et qu'on 

remarque de plus que: 
7iK' _ ^K 

— K K'' 1 1 «> K 7t logp 

on aura donc: 

(2) X — ^„. (1 — 2q2»-î. cos 2x + q2(2n.-i)) . (i - q2m) _ 

--jf„ (1 - q2»-i. e2i-) . (1 — q2™ -1. c-^'^) . (1 - q^*") — 
-= J„ (- 1)^ q^\ e2»'«= î^ (— l)".q<cos2mx= l4-2.^„(-.l)'".q<cos2mx = 

— 00 ._ 00 I 

2Kx 
y- - _Kx* --^ _?I^x 2Kx 

X X 

=^^.|/— F-P" •Kp-^.-'^nd+P )-(l + P )-(l-p'") 

71 ■^ I 



=K|e""-'i:p "^-^e-K-^=f J,e--'S„p^-^Ke ""+. ^' ) 



K' - _%" P ^ ' K' 

t r- —■- /(2n— I) xv* ,, ^ / /2n-l x^* .2n— 1 ,x >*\ 
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(3) ^1 X --- 2 j/'q . sinx.^„ (1 - 2q2'». cos 2x + q<») . (l — q^») -= 

■--= - i . T^q. "^i"- . ^„(1— qî». e»") (l-qî". e"»') . (1 -q^") = 



e 

^ i ^-^ (~ 1)». q . el2»-nu==. _ v^(-. i)m. q .8in(2m-l)x =-- 

— 00 00 



/2m-l\« 



=. — 2f„(-~l)'".q ^ . sin(2m~l)x =- 

y— _Kx« -j^T _2Kx 2Kx 



e 

2x 



-.y_ L«. pO Vp.'-^^- . n.(. -P*A(. -P*-'') .(1 - P'-) - 



.71 



Kx* • r?IL-I.h* <2n--l)K x 

tQo ^ 2 -^ K' 



tri T ^ 



e "«^ . :?.(-l)".p 



.6 



' K' 

Kx' /-2n-l>.'/ (!b-I)Kx (2ii-1)Kix 

— .e '»^.^„(-l)».p Ve — e / = 

(4) a^Ti ^ 2[/q.cosx.i/„ (1 ~\- 2q2'". cos 2x -|- q^") . (1 - - q^") -- 

- J/^q. ^1t! "^m(H q^"'. e2'«) . (1 4- q^"". e' 2-) . (1 — q2") ^, 
e I 

— JS'^q^ 2 V ^ e(2m Dix .. v^ ^jl 2 ) . cos(2m— l)x=22'„q^"2 ^^ co8(2m-l)x- 
_Kx" _*^i^^ 2Kx 

K ' 

r^\^ .2n — 1 , x^ .2n-I x. 

- /-"";''-p^''^A,(i-,.^^ ^ "''^Vd-p'^ ^ '-•^.(l-p-) - 

r /i I 

_Kx^ 2nKx 

Kx*( / 2nKx _2nKxv ) , X,' 

=f 1 .;»Hii+2.(-i)-.p.-.(. "■ +: "■)}_|A-ta.'5(-i)..p'--'- 



ys{pC>Vi.c-.).(^»''+p<"+»'*)l-. 
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(5) «ax = JTm (1 + 2q2">-'. cos 2x + q2(ï'»-i)) . (1 — q^» ) =- 



1 

00 



= JTm (1 + q^"^^ e««) . (1 + q2"-'. e-2") . (1— q^-) = 

I 

tOO +00 00 

= ^m q"'- e^™" = 2^ q"»'. cos 2mx ■=-• 1 -f ^^m q"'* cos 2mx = 

— 00 _ 00 I 

_Kx* _2Kx 2Kx 

,Xv* ^ ,2n — 1 , Xv ,2n — 1 Xv^ 



_ _Kx' 2nKx Kx*/ 2nKx 2nKx \ 

=Vi-"''"»'-3p--'^"-K|,-"='i'+?-p-(''''+«'''")!= 

La quantité q est nommée le nome des ^fonctions, la quantité p le 
nome complémentaire. Si Ton considère des ^fonctions à différentes nomes 
on ajoute la valeur du nome sous le signe 6. Ainsi les ^fonctions des for- 
mules précédentes sont désignées par ^(x,q), ^i(x,q), 62{^'iq)<i ^^(x^q). 

^^' Des formules du 60 on tire: 

(1) »(x+?) = ^3x, »i(x + â)--=»ax, ^2(x + ?)=— ^ix, ^3(x+?H^x; 

(2) %+n7r)=^x, ^i(x-fn7r)«(-l)''^ix, ^2(x+n7r)«(-l)° »ax, ^3(x+n;r) = ^3x; 

l^(x4-^logq)«-i.-4— . »ix, ^i(x+ — logq)« -î. t— • ^x, 

/ 1/ q l^q 

(3) N . ^ .^ . .^ ^ 
lie''' i e*' 
(^2(x+-2logq) = -T— . ^3X, ^3(x+ 2 logq) = -^— . ^jx; 



(4) 



(5) 



Vq ^ Kq 

»(x+milogq)-(-l)'»q-"'.e2»i*Jx, ^i(xfmilogq)=(-l)"'.q-<e2"^^,x, 
02(x+milogq) == q-< e^"»*. ^ax, ^3 (x^- mi logq) -= q-™^ e^"'*. B^x] 

^(x+^+ 2^ogq) = -i.-,^ . e^x, ^i(x + | -f ~logq)=-i. 4^ • ^sx, 

F q , . K q 

^2^x4- Y + v^og q) =-4\. • ^x, ^3(x + Y + Y ^^g q) ^ r- • ^ I X ; 



V-q ' " . . "^ ^ 

^ (x + nTT 4- mi logq) =- (—1)". q-< e^^î». ^ x, 

^,(x +n;r + milogq)= (—1)"+". q-"'. e^»'*. ^jx, 
^^(x + nn + railogq) -= (— 1)". q"»'. e^^î*. ^^x, 
^3(x-|-n;r+milogq) -= q""'. e2"'\ ^gx 
auxquelles formules nous (ajouterons les suivantes: 



(6) 
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(7) ^i— x)=^x, ^i(— x)- — ^ix, e^i-x)^e,j,x, ^3(— X)=^3X. 

Des formules (9) et (10) du 58 jointes aux formules (2), (3), (4) et 
(5) du 61 on tire: 

Kx* X 2 



Kx* -r3^* 



tei(ix,q)-- 4' - .e .C'iC-^,p)-iJ/ - -^. p .6^iC ^ ,p), 



Kx'^ , X 



(^) Tr_« -. 2 



^3(ix,q) -= y — .c .e/gt-^i pi -y - ^ -P •«'3C--^r~iP)- 



.. c""-. «aC-^;^, p)^ 1/ -" °'. 
K' 

04. Si l'on substitue les ^fonctions dans les formules (1), (2) et (3) ou 
dans les formules (4), (5) et (6) du 48 on trouvera: 

„, . 1 •^2K^ . ,2Kx. 1 e,x 

(1) smamu = Y^---„~. «u : 8.nam(-^-) =^j^. -^^-, 

^^2K^ 

l/'k' **-2K^ ,2Kx, l/k' e„x 

(2) cosamu^= ' >,-. , ou: cosam( — ) '^ ,/-,-•-„- » 

1/k „^«u T 1/k ^x 

*^2K^ 

fl (— ) 

(3) z/ am u -^ l/'k' . -- -" , ou : -^ am (-— ^) -= l/k' . - j''- . 

*^2K^ 
En substituant ces valeurs dans les équations fondamentales: 
cos*^amu= 1 — sîn^amu, ^^amu — 1 — k^sin^amu, 
on trouve: k'^^x -= k^2x_ ^2^, k'^^x - ^^x — k^fx, 
desquelles on tire: 

»2x --. k^'Jx + k'^lx, 
j^îx ^-- kG'^x — k'^^x, 

(4:) < 

\e^x -= k^|x — k'^îx, 

eix ^ kSlx + k'OH. 

On peut aussi dédnire les trois dernières de ces formules de la pre- 
mière, si Ton y pose successivement x -f tî log q, x -f ^ + ^r log q et x -[- ^ 
au lieu de x. 

Si l'on pose x ~ o on trouvera, en remarquant que ^ | o -- o : 



15? 



e|o . . ««o 



5) • k= ,^-, k'=^= 



Si Ton donne dans les quatre équations (4) à x des valeurs dififé- 
rentes x, y, z, o, puis qu'on élimine k et k' entre trois quelconques de ces 
équations, on trouvera les formules suivantes : - 

^^x . eiy + ^jx . e\j _ g^x . eiz + eix . e iz _ 

e^x . 9'^(ù — six . ^fo ^îy . ^«z — e^j . ^^55 



_ 9 'iy,e''(^-\eij. e^(ù ^ e^z . g^o + ^^z . ej iù 

"^ . 6'^y.e^(ù + eiy.eiiù "" ^fz.^^o + ^îz.^fo ' 
et de là: 

e^x . e*y - eu . 9\y + e|x . 0|y - flf X . ^fy = o, 

jo«x . eij - e^x . 0iy + eix . e^y - efx . e^y = o, 
le«x . eîy - eix . e V - e^x . ety + e^x . e?,y = o, 

e^x . 0|y — »*x . fl|y - «|x . e«y + dix . ôfy = o. 

o5. Si dans les formules (2), (3), (4) et (5) du 63 on pose x = o, après 
avoir divisé la formule (3) par x, on trouvera les formules suivantes: 

(1) é( o = ^„(1— q^»-')*. (1— q2">) =.^(— l)"'.q<n'=l+2i„(— 1)". q^-'^. 

1 00 1 

x_ A2n.K2 



= 2 Y-^'^-". l>^p.f (l + p^")*.(l-p-^") --V-^-f ^3p 



(T)^ 



^2n— K2 
V 9 / 



2m- K 2 ,2in.K2 

(2) ^,'o -= 2l/q.fl-,(l-q?")3^ -i"(-l)™.(2m-l)q' ^ --2l„(-lK2m-.l)q 



2 



I —00 

-2.'r-K^-T^p.i>(l-p-)' •^- 2J°f y>^:Pj„(.l)»(2n-l)p^ ^ 



ivy 



> 

2in-K2 /2m.K2 






(3) e^o - 2Kq- ^U 1 +q2"-;''.( 1 - q^")- -S-, q ' - 2 ^„q 



I —00 



= |/'"-•^f^^„(lV"-')^(1-P^")=f-ï''.t(-l)^P»'=y-'fP{l+2l^^ 

(4) OjO = Â-„(H-q2"'-«)«. (1 -q2") - % q»'= 1 -[- 2S„ q-' =- 

1 ^00 I 

yiï°^'p.7T„(i+pî-i )«.(i-p2"; = y-^°|P-%"'=y-Çp-{ 1+2 f » P"' }. 

Entre ces quatres fonctions de q il-y-a la relation remarquable : 
(5) ^o.^a0.^30--^i'o. 



1Ô8 
En effet on a: 



«0 .«20 . e,o = 2]/q.iT.(l-q2--»)*.(l+q''")*(l+q'--*)'(l-q*")'= 
= 21^q.Â_(l - q2— 1)«. (l_q2-)«.^„(i -f-q2-)a.(i-|-qî— i,2.]Tjl_q2-) ^ 

1 I 1 

= 21/q.if,(l-q-)*.fl«(l+q-)*.n.(l-q2-)=2i/'q. Ir.(l-q2-)» =fl,'o. 

111 I 

Des formules (1), (2), (3) et (4) on trouve: 



3' 



I 1 -j- q " t^2 o 

(9) JT(1=S'"A =_??_. 



00 



00) »-(T-$^')=«V">-|r^ = ^V'<.--i^,.-^> 

I ^1+p^" logp ^o logp * ' 

En comparant ces formules avec les formules du 48: 

V-i i-q2- ^ - KiPTr' V-<-"î+^-' ~ ~Fir-'Y-^i+^2.^ ) -î^''' 

V-^-W 2Krk' .-^-p2-^ '21/k.T/p ■ ^1+p'-'^ 2v^p 

on trouve: 

"«^ "^ - lie- •'''- S ' ^ = ? • «»»' ^' = - 2 i^i-p • ^'''- 

Les deux premières de ces formules coïncident avec les formules (5) 
du paragraphe précédent. On en tire en vertu de la formule: k^-^k'^^^l: 
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(19) ^*o + ^f o = ^fo. 

Si dajis les formules (8) du 63 on pose x = o, on trouvera entre les 
-^0 fonctions au nome q, et celles au nome p les relations suivantes: 

B (o, q) = \f--^^.e^(o, p), 0,(0, q)=iy--|-s . ei(o, p),; 

(20) i ' " ' " 
(02(0, q) = Y--^ • e (o, p), »s(o, q)- Y -^^ • «3(0, p). 

b'^» Cherchons maintenant ce que devient le théorème d'Abel sur l'addi- 
tion des fonctions elliptiques, si Ton y substitue les ^fonctions au lieu des 
fonctions elliptiques. Ce théorème dans sa plus grande simplicité énonçait 
que, si l'équation: 

sin am u(a -|- sîn^am u) 4- b . cos am u . ^ am u == o 
est satisfaite par les trois valeurs de u: Ui, U2, Ug, on aura: Ui+ ^sH" ^3^^^^ 
b=f — sinamui .sinamu2 . sinamug, a-|-l==» cosamU| . cosamu^^ cosamug, 
ak^ + 1 ^'^amuj. ^amua.^amug. 

Or si Ton substitue ici les valeurs précédentes de sinamu, cosamu, 

-s. ' 7711 

z^amu, et qu'on pose — =^ x, ce théorème prendra la forme suivante: 

Si l'équation: 
(1) ^ix(aW2x 4- e\iL) + bkk'^x . ^2^ . ^3X = 

A lieu pour les trois valeurs de x: Xj, x^ et Xg, on aura: x^ + Xg -{- X3 = o 



\ 1 ^1X1 . ^1X2 . ^1X3 k'|/ k' ^2X1 . ^2X2. ^2X3 

k]/ k • ~#Xi ~ ^X2 . Ô^' a + 1 - -^~ . -^xi . ^X2 . ^X3~^' 

ak^+ 1 = k'j/k'. ^3X. . ^3X2 . ^ 3X^ 

tJXl . UX2 . VX3 

Considérons maintenant la fonction de x, qui forme le membre gauche 
àe l'équation (1), et posons: 

e^x . CakO^x + ^îx) 4- bkk' ^x. ^2^ • ^3X = f(x). 
En substituant ici les valeurs des ^fonctions du 62: 

^x= 2^ (-1)". q< e2™'% e^x^ i^m(- D"" . q^"2~^ . e^^m-Dix^ 

_ » —00 

+ 00 ,210—1x2 +00 

- 00 _ 00 

on trouvera que la fonction f(x) est de la forme: 

f(x)=- îr Aré^'-^y^', 



00 



OÙ Ar est une fonction de 1 indice r, de q, a et b, donc de q, Xi, X2 etxs. 

De plus il résulte des formules (4) du 63 que: 

f(x + m ilogq) -= ( — 1)'". q-^< e®'"'\ f(x). 

11 



' ) 
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De là on peut déduire les valeurs des coefficients Ar en fonctions de troî» 
entre eux. En effet en substituant: 

+ 00 

f(x) = -r Ar e^2r-i)ix (,„ trouve: 

— 00 

— 00 — 00 

et de là, si l'on pose dans le membre gauche r -f* 3m au lieu de r: 

"*^ A,+3m . q-(2ri6m-l)m , e(2r+6m-l)ix _ (_l)m^ q-'^^tf^ A, . e^^Mm-Dix^ 

00 œ 

donc: Ar+sm = ( — 1)*" . q^^^^^""'^^'". A,, et, si Ton pose successivement r = o^ 
r= 1, r = 2: 

Aaa,- (-D-.q*^™-"^^". Ao, As». i =(-1)". qt^'n+D». Ai, A3„^2 =(-l)'».q(3'»-^3)m, ^a. 
On a donc, puisque tout nombre entier r a Tune des trois formes: 3m^ 
3m + 1 on 3m + 2 : 

f(x) =- Ao. im(- !)■». q^»--!)". e<«'"-ii'^+ Ai/1„ (-1)». ql^^+D"». et«»-^i)« + 

00 _ 00 

+ a/-C (—1)™. q(3m+3)m , e(6m+3)ix^ 

— 00 

Le produit: d,(x— Xj) . ^^(x— Xg) . ^i(x — X3) = F(x) est de la même 

+ 00 ^ 

forme: -S'r B, e^^^""^^'*, où Br est une fonction der^q, x^, x^, X3, et ce pro- 

— 00 

duit a la même propriété que la fonction f(x), savoir que: 

F(x + milogq) = (—1)". q-^< e^"'^ F(x). 
Donc on a: 
F(x) = 30."^™ {— 1)". q<3"-iK e^e-H-nix -f B^^ (—1)". q^^^+D" . e^Cm^Dix _^ 



00 _00 

J. 



00 
V 
■*« 

— 00 



+ B^^m (~ 1)™. q(3'"+3^". e<6m+3)ix^ 



Or les deux fonctions f(x) et F(x) disparaissent toutes les deux pour 
les trois valeurs de x: x,, X2 et x^; donc il faut que: 



Aq __ Aj^ __^ A2 __^ 



c, 



Bo B| B.» 

où C est une fonction de q, x,, x^ et X3. Donc enfin on a: 
0ix.(akd*x+ ^?x)+bkk'.^x.^2X.^3X = C.^i{x-x,).^i(x-X2).^i(x-X3),. 
ou, si Ton divise parkj/^k. ^^x, et pose C au lieu de tt/t: 

(2) smami Ha+sm-^amC )j+b.cosam( j.^amf j == 

— . n ^i(x-Xi) ' ^iCx—Xg) . ^i(x— X3) 
""~^' ^^x " 

ouX|-t- X2+ X3= 0, b =— smamI *^ l.smami j.smaml J, 
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, ^ /2Kx,\ /2Kx2\ /2Kx3\ 
a-f- 1=== cosami l.cosami J.cosamI ^j, 

12 11 A /^l2Kxi\ . /2Kx2\ ■. 2Kx3 
ak^ + 1 = ^ ami = ^ I. // ami -I. z/am^ -. 

Pour déterminer C on pose x = o, et on trouve de là: 

^^o 
8m ami ^ l.smaml ^ l.smami ^ I 



C = ^^o ^ ^ -. = 

^ ^^ 

k|/^k . ^Xi . ^Xg . 0x3' 
Si dans Téquation (2) on pose x + tj au lieu de x, donc 1- K au 

lieu de — , on trouvera, en ayant égard aux formules (1) du 22: 

. , _ cosamu / 1 t^^ , ^ sinamu . k' 

smam (u + Kj — -—7 , cosam(u+K)= -k\ -z ,^am(u4-K)=-:7 , 

^ z/amu ^amu' ^ ^amu 

«t aux formules (1) du 63: ^(x+ î) = ^gx, ^i(x -{- J) ^^ B^n^ 

' 2Kx ^^x 

€t enfin en multipliant par z/^amC ) ■= k'j/^k'.^ : 

<3) co8am(^'')(ak'2+(ak^4-l).cos^am(-J^0 

_^ p T,/i/u' ^2(x— xi) . ^2(x-xa) . g.,(x— X3) 

Si l'on pose x + îs — g logq au lieu de x, donc: — + K + iK' au 
lieu de - , on trouvera en ayant égard aux formules (4) du 22 : 

5in am (u -f- K + iK') = -^- . — ^^" , cos am(u + K + iK')« - ~ . ^ 



k cosamu ' k cosamu 

sin am u 



z/am(u + K + îKO = ik'. 

cos am u 



et aux formules (5) du 63: 



Oix + ^ — !îlogq)==i.-ï-.^j^x, ^,(x + ? — ïlogq)='î--4~ • ^3^, 

1/q Vq 

€t enfin en multipliant par k'cos^am( )^=k|/^k . k'|/^k' . ^f-: 

{4) ^am (^)((a+l) . z/2ani(?f?)-ak'*)+bk*k'*8inain(^'').C08am(?|'')- 

= ckj/k . k'Kk' . ^»C'-^.)-<>3(^-^.)-Mx-^») . 

^^X 

Enfin, si Ton pose x — ^ log q au lieu de x, donc : 1- îK' au lieu 

2Kx ^ 

de — , on trouvera en ayant égard aux formules (5) du 22: 

11* 
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fiinam (u + iK ) = -— . — : , cos am (u+ iK ) = - 7-. , 

k sinamu k sinamu 

^am (u + iKO^= — î — .- 1 et aux formules (3) du 63: 

sm am u 

i e~ '* i e — '* 

^(x — î logq) =i.-i- . ^iX, ^i(x — î log q) =-= i. -^ . 0x, 

Kq yq 



2Kx^ ,,/, ^îx 



ei enfin en multipliant par: k^sin^am( ) ^= k|/ k . -^3- : 

(5) 1 + ak^. sin^amC ) — bk^sin am ( ).cos am( ) . ^ am ( ) = 

TU 7C TU 7C 

'^ * ^^x 

En général on trouve de la même manière que, sî f(x) et F(x) sont' 
deux fonctions entières de x, Tune paire, l'autre impaire, f(x) du degré » 
et F(x) du degré n — 3, ou bien f(x) du degré n — 1 et F(x) du degré 
n — 2, on a: 

ry%\ ff • /2Kx^v I ^/ . ,2Kx-- .2Kx. ^ ,2Kx. 

(6) f(smam( );+F(8mam( )) . cosami ) . j/ am( ) ^= 

,, gi(x— xi).gi(x-xa) .... 9i(x — x„) 

~ ^* e-x ' 

OÙ le membre droit disparaît pour les n valeurs de x: Xi, X2, . . . x$, ce 

qui donne n équations, à Taide desquelles on déterminera les n — 1 coef- 

2Kx 2Kx 

ficients des fonctions : fCsin am ( )) et F (sin am( ))^ et trouvera de plus 

7t TU 

la relation : Xj + X2 + X3 +....+ Xn = 0. 

Pour déterminer le coefficient C on pose x = o, et on trouvera alors : 
C = (-1)» fflo) + F(o)) e-o 

De même on a: . 

,^^ ,. ,2Kx.. ,^, .2Kx,, . 2Kx^ , 2Kx, ' 

(7) f(cos am( );+F (cos am( )) . sm am ( ) . z/ am ( ) = 

7t TU TU TT 

f^, ^2(X--Xi).^.,(x--X2) .... ^2(X— Xn) 

^"X ' 

OÙ le membre droit disparait pour les n valeurs dex: Xj 4" î? Xg+ïî • •• 

Xn + 2f, ce qui donne n équations, à l'aide desquelles on déterminera les 

2Kx 2K!x 
n — 1 coefficients des fonctions f(cosam( ))etF{cosam( )), et trouvera de 

TU 7t 

plus la relation: xi -j- X2 + . . . + Xn ^« 0. Pour déterminer le coefficient 

C on pose x ==^ o, et on trouvera de là 

f(l).^"o 



C 



6^2X1 . ^2X2 . V2X3 .... v2Xn 
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De même on a: 



(8) f(-^RmC — )) + F(-^amt -— )) . 8mam( — ) . co8am( — ) = 

7C X 7C TT 

^8(X— X i) . ^3(X — Xa) . . . ^sCx — Xn) 

OÙ le membre droit disparaît pour les n valeurs de x: 

xi + ï + î log q, xa-f ï + i log q^ Xq + ï + ^ logq, ce qui donne n 

équations, à Taide desquelles on déterminera les n — 1 coefficients des fonc- 

2Kx 2Kx 

tions f(^am ( — )) et F.(^aui( — )) et trouvera de plus la relation : Xi + xa . . 

. . + Xn = o. Pour déterminer le coefficient C" on pose x =" o, et trou- 
vera de là: 

ç„ f(l) . g°(0) 

^3X1 . ^3X2 . ^3X3 • • • vsXn 

Enfin on aura, si f(x) est du degré n et F(x) du degré n — 3 : 

/n\ tf ' 2Kxv>. , ^f . /2Kx.v . /2Kx. /2Kx. ^ ,2Kx. 

(9) f(sm am — ))+F(smam( — )).8mam( — ) . cos am( — ) . ^ am ( — ) ==« 

__ ^^^^ ^(x— X|) . ^(x— X^) . > . . ^(x—Xg) 

et si f(x) est du degré n — 1, et F(x) du degré n — 2: 

(10) sinam( — ).f(sinam( — ))+F(sinam( — )).cosam{ — ) . d am( — - ) =3 

^ ^,, ^(x — Xi).^(x — Xg) .. .. ^(x— Xn) 



^"x 
où le membre droit disparaît pour les n valeurs de x: 

• • • 

xi + ^ log q, X2 + ï log q, . . . Xn + ir log q, ce qui donne n équations 

2Kx 
par lesquelles on déterminera les n — 1 coefficients des fonctions: f(sinam( — )) 

2Kx ^ 

et F(8inam( — )), et on trouvera de plus: X| 4" ^a "f- • - • "h Xn = o. Pour 

déterminer les coefficients C" et C"" on pose x = o, et on trouvera de là: 

çy.., f(o )-g"o ç„„_ F(o).e"o 



^X 1 . ^X.^. . . ^Xn ^Xi . ^X.2. . . ^Xn 

t^»' Si dans les équations (2j, (3), (4) et (5) du paragraphe précédent 
on pose: xi -= y, Xj -= — y, on aura : X3 = o, b == 0, a -f- 1 -~ cos^amC — -) , 

a =- — sm-am( — -\ ak^-f- 1 ^ .^^amC — -^), C --= 



L'équation (2) deviendra alors: 

-2Kx, ,.» ,2Kx. .„ ,2Ky.. e*o.di(x— y)Ji(x+y)A(x) 

* J T • Il T • . • /"^X 1 ft'lX 

et de la, si ion divise par: smanu — ) ^=,-77. r. : 

^ % ]/k ^x 

ci«2a«.r2Kx, . 2 /2Ky. ^-o.^i (x -y) . ^ Jx }-y) 

8in^am(— -)r-sin2am(-— O ^- ' ~ y—d, — wt ~* 

^ ^ k.^^y.^-'x 
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Si l'on substitue ici les valeurs: 

on en tire enfin: 

On peut aussi facilement déduire cette équation de la formule (7) du 10 : 

, , . . , . sin^amu — sin^amv 

smam (u -f- v) . sm am (u — v) ^== - — t-^ . <, r-ii . 

1 — k** sm'^amu . sm-^amv 

En effet on en tire en substituant les ^fonctions au lieu des sinam: 

e,(x+j).Gi(x-y) - c(eix,e^y — 6^x.eij\ 

eu+y).e (x-y) = C(^^x.»V~^îx.^îy), 
où C est une quantité constante, c'est à dire fonction de q. En effet si C 
était une fonction de x, il fallait que pour une valeur quelconque de y on 
eût simultanément: 

^i(x + y) . ^i(x— y) =-- o, et e(x+y) . Six — y) -- o, 
ou bien simultanément: 

^i(x + y) . ^i(x - y) ^ 00, et e(x+y) . OÇx - y) = oo. 
De chaque groupe de ces équations on tire: sinam (u -f- v) -= o et 
sîn ara (u — v) =--oo , donc en vertu du 25: u + v =- 2nK + 2mîK', et u— v == 
•= 2n'K 4-(2m' — l)iK', où n, m, n', m' sont des nombres entiers, lesquelles 
équations ne peuvent pas avoir lieu simultanément pour une valeur quel- 
conque de y, donc de v ^^ — -; — ou bien: sinam (u -}" v) = oo, et 
sinam (u—v)=o, donc: u + v =2nK-h(2m — l)iK', u — v== 2n'K+2m^iK', 
lesquelles équations ne peuvent pas avoir lieu simultanément pour une valeur 
quelconque de v. Donc C ne peut pas être fonction de x. De la même 
manière on trouve que C ne peut pas être fonction de y. Donc C est une 
quantité constante, c'est à dire fonction de q seulement. Pour la trouver 
on pose y == o, et on aura alors: 

dfx = C . ^îx . ^^0, C -= -^l -. 
On peut mettre l'équation: 

Oi(x + y),e,{x^y)^^.(eix.0^-e^x.e^,y)^ 

6'^x .6^y . 

=k . — ^ — =^.(sin^ftmu — sin^amv), 

sous cinq autres formes en ayant égard aux formulas du 5 : 

sin^am u — sîn^am v = cos^am v — cos^am u = - „ (J^ am v — ^- am u) = 

== TT^Ç^^ ani u . cos^am v — cos^ am u . ^^ am v) == ' 
=8În^am u.-^*am v — :/"^am u .sin^am v=8in*am u.cos^am v — cos^am u . sin^am v. 
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En substituant ici les valeurs: 

1 ^ix |/k' e^n . _/-,, ^3X 

smamu ^=77-, . -^—^ cosamu ==» \-rr*-p^', .-iamu= 1/ k , -r- , 
]/\i Sx ykOx Sx 

et en ayant égard aux formules du 64: 
k = ^^ k'-^^ donc: eio^^.O'^o, Oio^ly.e-'o, 

on trouvera les formules: 

(1) e,(x+y).»,(x-y) = 

= ^(0Sx.e«y-eix.»gy)=.4-(eîx.ety-e|x.dîy)-r^(0îx.eiy-e.lx.é»îy). 

17 O "3O ^gO 

Si l'on pose ici x + îT au lieu de x, on trouvera : 

(2) e,(x+y).e,(x-y) -= 

= ^(Oix.0«y-»|x»îy)=SF (etx.eiy-eîx.e«y) = „4-(e^.e3-y-0*x.e*y) = 
= ^(»«x.e|y-eîx.0fy)=g4^(e|x.0ty-O*x.eîy)=^j^(0ix.eSy-eîx.e^y). 

7ir i 

Si dans les formules (1) on pose x -f- s ~r S l^S <1 <^u lien de x, on trouvera: 

(3) «3(x + y) . ôsfx - y) = 

= ^{efx.e«y-eix.eîy)-^ (e2^.eiy+e«x.d*y)=^ (e*x.e?y+eîx.0*y) = 

U o V3O i/oO 

= ^Jd«x.»ty-é?f x.e2y)- ^(eix.e?y+flf xJ?y)=^jejx.0.fy+0*x.eïy). 

Enfin si dans les formules (1) on pose x •|~ 7 log q &u lieu de x, on 
trouvera : 

(4) fl(x+y).e(x-y) = 

= ^(»*x.e«y-dîx.eîy) = ^(Oîx.e|y+»|x.0«y)-^J-^(«îx0ty+eix.e«y)= 

= ^(e|xJiy-6>ix.e.|y) = ^^(««x.0fy+eix.e?y)-^^(0*x.fliy+ fltx.fl?y). 

Ces formules correspondent aux formules (7), (8) et (9) du 10, des- 
quelles on peut les déduire en substituant les ^fonctions au lieu des fonc- 
tions elliptiques et en multipliant par: ^(x4-y).^(x-7)=^«-(^^x.^*y — ^fx.^fy). 

u o 

Des formules du 7 et des formules (1)— (6), (10) — (15) du 10 on 
déduit de même: 

(5) (?,(x+y).e(x-y) = , \ . {ex.d^x.B^y.e^Y + 6».jX.«3X.fly.e,y), 

(6) 9^{±+y).B(x—j) = „ ^„ . (flx.e.,xey.e,y -e^x.e^x.9^y.9^j\ 
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* tj 

V 

(8) 6»(x+y) .6>,(x— y)-= - ^- - . {ex.e,x.e^y.03y-e^x.e3X.ej.9iy), 

(9) e(x+y).e^xx—y) - . ^■, . {ex.e^x.Oy.e^y+e^x.e^x.e.y.e^y), 

(10) e{xi-y).e3(x—y)=- - ^- . (0xJ8X.fly.<»3y+e,x.O5X.e,y.02y), 

cro . (730 

(11) e,(x+y).e(x-y)+0(x+y).0,(x-y)=^-^^— .ex.O,x.eay.03y, 

(/^O . t/30 

(12) ea(x4-y).e(x-y)+0(x+y).e«(x-y)= -^^7^-^ • «x . e^x.Oy . O^y, 

(13) e3(x+y).0(x-y)+e(x+y).e3(x-y)-=-^-^.ex.03X.ey.03y, 

O 

(14) ei(x+y).e(x— y)-e(x+y).ei(x— y) = \ . e^x.e^x.dy.e^y, 

UqO • I/3O 

(15) »8(x+y) J(x— y)— e(x+y) J2(x— y)= - -g^^ ■ OiX.e:,x.0^y.03y, 

(16) 03(x+y).0(x— y)-6>(x+ y).e3(x-y)= - -g^g~ • O.x.e^x.e.y.e^y, 

(17) e3(x+y).e2(x— y)+e2(x+y).03(x-y)=^-^-^- .«2X.e3X.e2y.e3y, 

(18) e^i^+y) e^{x-y)—e^{x+y).e^(x-y)=-^-^ . ôx.e.x.ey.e.y, 

(19) ei(x+y).e3(x— y)+e,(x+y).e,(x-y) = -^~-^ -O^x. B^x.dy.B^y, 

(20) e,(x+y).e3(x— y)-e3(x+y).e,(x-y)=-^-?^— . ex.eax.e,y.e3y, 

C70 . Uq,0 

(21) eiCx+y).e2(x— y)-|-e2Cx+y).ei(x-y)=-^-^ . 0^x.d^x.9y .0^y, 

' t/0 . V3O 

(22) ei(x+y).ea(x— y)— e2(x4-y)»i(x-y) - -z-A— . ex.e^x.eiy,9^y. 

Si dans les formules (4), (5), (2) et (3) on pose y = x, on en tire 
de plus: 

(23) e2x=^(e*x-eîx)==5-^.(eîx.eix + e«x.e|x) = 

= ~T^ • (^î^- e?x+ e'x.eix)= ^(«t^- «|x), 

(24) gi2x=^ - -^ - .ex.Bix.e^x.e^x, 
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4^^= 



(25) 9^2x = ^^-^ . ie^x£lx-9lx,eU) = «— ^^-C^lx^lx— ^^x.^Jx) 

tf 0.(720 (720.(730 

(750 (72© 

{26) é>,2x = 2j-^^ -.{e«x.»Sx-eîx.e|x)= -J-.(e|x+fl*x) = ^]-(Btx+eîx) 

" O.W5O 1^30 (73O 

Si l'on substitue les ^fonctions au lieu des fonctions elliptiques dans 
les formules du 12, on trouvera: 

<27) ^30. ^3X.^3y.^8(x + y) =-- ^20. ^2X.^ay. O^ix + y) + ^o . ^x . ^y . ^(x + y), ^ 

(28) e\^o,B^x.ej . ^(x+ y) = ^o . ^x. ^2y. ^zCx+y) + ^30.^3X.^iy.^i(x+y), 

(29) ^20. ^x . ^ay. ^x+ y) =- ^o . B^x^y. 6^ (x+j) + B^o.Bix.e^j.e^ (x +y), 

(30) e^o.ex . ^y . ^2(x4- y) -=^0 . ^2X.^2y-%+ y) — ^so.^ix Jiy.^s(x+y), 

(31) ^30.^3X. By .B Cx + j)^Bo,Bx. B^jM^ix+y) + B^o.B^x.Biy.B^ (x+ y), 

(32) ^30.^x . ^3y . ^(x + y) =- ^o . ^8X .By, B^(x-{-y) + ^«o.^ix. B^y.B^ (x + y), 

(33) ^30.^x.^y.^3(x+y)-= ^o . ^3X.^sy.»(x + y)— a^o. ^ix.^iy.^2(x + y), 

(34) ^0 . ^x . ^iy.^i(x+y) =• ^ao. B^x.B^y.B^ix + y)— ^30. B^x. B^y . ^2(x + y), 

(35) Bo.Bix.By. Bi(x+y) ■= B^o.B^x. B2y.Bz{x'\- y)— ^ao.^^x.^sy ..^s (x + y), 

(36) ^o . Bix^Biy.B (x+y) -= ^30. B^x. ^ay.^3(x+y) — ^ao.6f3X. B^y .B^(x + y), 

(37) ^30.^2x.^iy.^(x+y) = ^20.^3x . ^y . ^i(x+y)— ^o .é^ix. ^^y • ^3 (xH-y), 

(38) ^30.^x,Ôiy.Mx+y) = ^o . ^3X.%.^i(x+y) — ^«o.^ix.^y . ^s (x + y), 

(39) ^30.^|X.^2y.^(x+y)=ai0.^x.^37.^i(x+y) - ^0 . B^x ,B^y.B^ (x + y), 

(40) Bzo.Bix.By . B^Çx+y) = Bo.B^.B^y.B ,(x + y) — B^o . ^x . ^ly . ^3 (x + y), 

(41) ^20.^3X ^ly. B{x+y)^B90.B2X.By.Bi (x + y)-Bo. B^x. B^y . B^ (x + y), 

(42) ^20.^ix.^3y.^(x+y)=-^30 .^x .^.^y.^i(x +y) — Bo . ^3X . ^ly . B.^(x + y). 
On peut aussi déduire les quinze dernières de ces seize équations 

de la première en y substituant successivement au lieu de x et y, x + 7, 

y + ï, X + i logq, y + î logq, X + ? + i log q, y +?+ ^ log q. 

t^c). Si dans l'équation identique: 

(a— b) (c •— d) — (a — cj (b — d) + (b — c) (a - d) = o 

^îx ^ B^y B\z , B\iù , . , ^ , , 

on substitue : a = -ztt , b = ^ , c = w— , d =^ ~- , et qu on ait égard a la 

B^x B^y B^z B^ixY ^ 

formule (1) du paragraphe précédent: 

B\x.B^y - B^x . B^,y ^ B^o .B,{x + y) .B,{x — y), 

on trouvera la formule remarquable: 

(1) ^ifx+y)Ji(x.y)A(z+o).^i(z-w).^i(x+z).^i(x.z).^i(y+o).^,(y-(o)+ 

^i(y+4^i(y— z)A(x+o).^i(x-o) =- o. 

nia 



I 
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Si dans cette formule on donne aux quantités: x, y, z, et ty 
des accroissements tels que la somme et la différence de deux quel- 
conques de ces accroissements soient des multiples de -, de — log q, 

■rg I 

ou de - + ^ logq, on trouvera des formules de la même forme entre les 
autres ^fonctions. On aura toutes les formules qui sont essentiellement 
différentes si l'on donne à x, y, z et w successivement les accroissements 
suivants : 



n 
2 ' 



n 

2' 



o log q, l log q, 



o, 



2+2-logq,'^ + 2-logq,o, 
2 '^^^- 



n 
2' 



2 +^iog q^ o 



o. 



2 log q^ 

2+-2^ogq,^, 
T+Tlogq,vlogq, 



o. 



o 



n 
2' 



O. 



2 + 2^^gq'^' 
Vlogq, 



o. 



n 
2' 



71 

4' 



i 



4 + 2-logq, ^-, 

Si Ton pose pour abréger: 

!x -f y == a, X — y =-- b, z + <«> ^ c, z — o = d, 
X + z = a', X — z = b', y + « = c', y — w = d', 
y 4- z = a", y - z -b", x -f o -=c'', x — o =d", 
on aura alors les douze équations suivantes : 



(3 

(4 
(5 
(6 
(7 
(8 

(9 



^la. ^ib. ^ic.^id - »,a'. ^ib'. ^ic'. ^id' + ^la". Ôib".^ic". »id" =- o, 
^la. ^ib. ^ic Ad-f ^aa. ^2b'. ^^c'. M' — ^,a". d,^V\B^ç,'\ O^d'' -= o, 
dja. ^ib.^ic.^id+ ^a'. ^b' . Se' . Bà' — ^a" . W . ^c" . ^d" = o, 
^la. ^ib. ^ic.^id- ^3a'.^3b'.^3c'.M'+ ^sa" . ^jb'' . ^aC^^sd" = o, 
^aa. ^3b .^sc.^ad +- ^a' . Oh' . Oc' . Bd' + ^^a" . ^2b". ^ac".M'' = o, 
^a . ^b . Bic . ^id-^a' . ^b' . ^ic'.^id'+ Bis.'' . 0,b" . ^c" . ^d" = o, 
^a . ^b . ^ic . Bid+BsB.\B3h\ ^ac'.M — ^^a" . ^^b'' . ^sc^ ^ad" — o, 



(10) ^.^«b. ^ic . ^id— daa'.^aV. ^c' . ^d' +^a" . ^b'' . ^ac" . ^ad" == o, 
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(11) a^a-^ab. ^ic. ^id-^2a'.^2b'. ^,c'.^id'+^ia". ^ib" .O^c" . M" = o, 

(12) ^3a.^3b.»ic.^,d~d3a'.^3b'.^ic'.^,d'+^ia".^ib\^3c" .M" =0, 

(13) ^3a.^3b.^ic.^id4-^a'. ^b' . B^(t*.e.^à*—e.^^\ejb\ec'' . ^d'' = o, 

(14) ^3a.»b . ^ac.^id-^aa'.^b' .^ac'.^id'+^^a''. ^ib". ^àc\^d" ==» o. 
Des équations (2) on tire: 

a'+b'+c'+d' a''+b''+c^+d" ^ a'+b'-c'-d' a"+b''-c"-d^' 

— -, j— ,b — ^ ^ , 

' a' - b'+c' - d' a"- b"+c" -d" s'-b'-c'+d' _ a''-b"-c"4-d" 
" 2 ~ 2 '**" 2 "~ 2 ' 

, a + b + c + d a"-b"fc"+d" ^, a+b-c- d a"-b"-c"-d" 
(16)r 2 - 2 '^= 2 =- 2 ' 

, a-b + c - d_ a^^+b^^-c^^+ d^^ a-b-c+d _ a^^+b^^-c^^+d^^ 

'^" 2 - 2 '^^ 2 2 ' 



,, a-b+c+d a'-b'+c'4-d' ,, a-b-c— d a' - b' - c' - d' 
ja = i^ =• -i, ,b = =-- 

(17) 



2 2 ' 2 2 



i ,, a+b+c-d a^+V + c'-d^ ,« a+b - c+d _ a^+V - c'+d^ 
^"^ 2 ~ 2 '"^ "^ 2 2 ' 

par lesquelles formules on déterminera deux des trois groupes de quantités: 

(a, b, c, d), (a', b', c', d'), (a'', b'^ c'', d")? si Von en connait le troisième. 

De ces formules on voit qu'on peut changer en même temps les 

quantités : 

a, b, c, d, a', b', c', d', a'', b'', c'', d", 

en: a', b', c', d', a, b, c, d, a",— b'S c\ d'', 

ou bien en: a'', b'^, c", d'', a, — b, c, d, a', — b', c', d'. 

t>y. Si Ton différentîe par rapport à u, puis par rapport à v le logarithme 

de l'expression: 1 — k^sin^am u . sin^am v, on trouvera: 

dudy log (1 — k^sin^am u . sin*'^ am v) == 

4k^. sinamu.cosamu.^amu.sinamv.cosamv. ^amv 

(1 — k^sin^am u . sin^am v)* 

Mais des formules (1) et (4) du 10 on tire en les multipliant: 

. « . X . o / \ 4.sinamu.cosamu.^amu.sinarav. cosamv.z/amv 

fim*am(u+v)-sm^am(u-v)= — vg» 2.^„ ^\r.^^rr.rr\'i ' 

(1 — K*sm*am u . sm^amvj^ 

Donc on a: 

sin*am(u+v) — sin*am(u — v)-= — r^^u dylog { 1 — k^sin^ am u . sin^am v). 

Si Ton substitue dans le membre droit de cette équation: 

1 ^ix . 1 ^ly . , , 

sm am u == --r— . —, sm am v == y7\ ' ~û t ^^ P^^*" abréger : 

TUu TCV 

:^-x, — ^ y, on ^rxrn: 

lia* 
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1— k^sin'^atïi u . sm-^am v = ^^^ ^r , 

et de là en vertu de la première des formules (4) du 67 : 

1 t2a;„2,„„ -„g,^ ^ _ flg^ ^(x + y) >^(x— y) 

1 — k^sm amu . sin'^am v = u*o. -^rx — ;^;^ . 

Donc, puisque : du dy f(x,y) ^= d, dy f(x,y)du x . dyy == -j^^ • ^x dy f(x,y), on aura : 

• 2 r _L ^ • 2 r ^ ^""^ ^ 1 / ^(x+y)-g(x -y)\ 

8m%m(u+v)— sm«am(u— v)=— — — d^dy log ( ^a^ g^y / "" 

ou, si Ton pose u au lieu de u + v, v au lieu de u — v, donc x au lieu de 
x + y^ y an lîeïi de x— y, et qu'on désigne par I0(x) le logarithme de 6xy 
et par VOx, l*'6{x) ... les dérivées successives de Wx par rapport à x: 



sin^amu — sîn^am v = Tr^,^;^(^"^y— l"Ox). 

4k^K^ -^ 

Si l'on pose ici v = o, donc y = o, et qu'on substitue les valeurs du 65: 

eio 2K ^« ^ Tt^ 1 

k =» ^^x" ' .. ==" ^30, donc : - .^ ^ a^ on trouvera : 

(1) sin^am u = ;^ (l^'Oo - Z^'^x). 

e/|o 

De là on tire de plus; 

cos^amu =1 — sin^amu== rT-(^|o— Z"^o+Z"^x). 

w|o 

Si Ton pose ici u ^=K, on aura : cos amu^^o, x = — , ^x=-^(— ) = ^30; donc : 

o = ^|o-Z''^o+Z"^30, ^to-Z"do =- — Z"^30, et: 



1 
co8*am u = - 
6 

De même on a: 



(2) cos^am u == -.- {V*Bx — V*9^o), 

t^|o 



^*amu = 1 — k^sin^amu =« ^ (^fo — VBo + l^'^x). 



m 

71 1 

Si Ton pose ici u == K + iK', on aura: ^am u = 0, x = — log q, 

Bx-=B ( Y — l logq) -= —ç- B^o ; donc : 

o « ^fo — Z"^o + l'^B^o, Bto - Z"^o = — Z"^20, et: 

1 



(3) J\m u = ;^ i^Bx — rB^ o). 

e/|o 

Si dans ces trois équations on pose successivement u+K, u-f-K-fîK', 

u + iK' au lieu de u, donc: x + -— , x4- v ô" ^^gq, et x — log q au 

lieu de x, on trouvera en ayant égard aux formules (1), (4) et (5) du 22 
et (1), (3), (5) du 63: 
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IA^ cos^amu 1 , ,,^ ,,^ ^ 

(4) -^2 = ZT ^ ^0 - ^ ^3X), 






(5) 

z/*amu «/'o . &2 

(7) -^™-^- = 1 (^'«0 - re.x), 

cos-^am u c^jo 

* 

(9) '^:i^-«î- a-v-^-M), 

cos'* amu ^*o ^ -* -* " 

(10) ' ^ = --J- (reo-Z"fl,x), 

sin-* am u ©jo 

(11) -^!£E^ _ 1 (i«03O _ i-e.x), 

-sin-^amu ©fo 

(12) £2^. 1 (rV-re.x). 

sm'* am u wf o 

■^- Cherchons maintenant les développements en séries convergentes de 
Z"^x, Z'^^jX, V'O^Xj V*6^x, Des formules du 62 on trouve: 

Z^x == J^log (1 - 2q2— 1. cos 2x H-q^ts-'-Dj+f^ log (1 ~ q2'n), 
Z6>ix =-log(2|/ q)+log8in x+J„log(l~ 2q2™. cos2x4-q^'") +^mlog(l— q^™), 
Z02X=log(2|/ q)4-log cos x+f „log(l+2q2'«. cos 2x+q4'n)-f J„ log (1 — q^'»), 

Z6»3X = ^„ log (1 + 2q2"-'. cos2x + q2(2"-«)) + J„log(l-q2"). 
En y substituant les valeurs du 49: 
X log (l-2q2»~l cos 2x+q2(2n.-i))_ _ 2 J„- . -^^ . cos2nx, 

^„ log (1 -2q2°'. COS 2x + q^») = - 2 . 2'„ -^ . -L . cos 2nx, 
I 1 n 1 — q'" 

f „ log (H-2q2«'. COS 2x+q<-) = _ 2 3„ (— 1)" . — . --^\ . cos 2nx, 

X log (H-2q2'-'. cos 2x+q»(«»-i) = _ 2 . J„(- 1)" . -. --3^„ . ces 2nx, 
» I n 1 ~q^" 

^„ log (l-q^-) = ^-V-l-^n' 

I I n 1 — q^° 

on trouvera: 

(1) Wx » - 1. -K ^-21^. (qn+ 2 cos 2nx), 

(2) Wix = log(2l/q) + log8mx - X'--. r^Y. (l+2co82nx), 

I n 1 — a'^" 
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(3) Z^ax = log(2l/"q) + logco8x — fn — . :^"2i(l+(-l)".2co82nx), 

(4) Z^ax -= -\ ^. Y^-2n(<l" + (— !)"• 2cos2nx). 

De là on trouve de plus en différentiant par rapport à x: 

(5) VOx == 4 3„ , -S!_ . gin 2nx, 

I 1 — q**" 

(6) Z'e ix = ■-. + 4. ^„ ^ J-^, . sin 2nx, 

8inx 1 1 — q'° 

sîn X ^ o 

(7) Ve^x = +4,2, C— 1 )" . -^ . gin 2nx, 

cos X 1 1 — q^" 



00 «n 



(8) Z'^sx = 4 . -^n (— 1 )" . — ^„ . sin 2nx, 

(9) V'Sx -— 8 . 2„ -^^ . cos 2nx , 

I 1— q^" 

(10) r^iX = --rV+^-^n .53" c*^g2nx, 

sin-^x i 1 — q^" 

(11) Ve^x = ^^+8.2, (-1)«. 7^^-^„. cos 2nx, 

cos^x I 1 — q^" 

(12) V'e^x -= 8 . f „ ( - 1)° . -^2„ • cos 2nx. 

Si dans les équations (9), (11) et (12) on pose x = o, on trouvera: 



nq" 

n "^ 
1 



(13) l"eo = 8 . ^„ |_^,., 

rr\ 'In 

(14) l"e^o = — 1 + 8. ^„ (—1)» . ^—^, 

(15) i"»»o = 8Xi-ir.Y^^. 

En substituant ces valeurs, ainsi que x = — dans les formules du 
paragraphe précédent, on trouve enfin: 

(16) sm^am « = ^^- f n ^zJ^n (1 ~cos( — )) , 

(17) cos^amu =- J- . J„ (-1)-. -^„ (l-(-l)- . cos &X 

Ui^o I 1 — q*° li 

(18) ^^amu =^Jl-8J. (_l)» . ^__(q.-(_i).. co8(^"))}, 
^^amu a*o . 6>5<^ i 1 — q^° K 
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(23) -4_=,-J- l-i— +83„(-l)»., "3T.(l-q"co3^T^)*' 
cos'^ain u w*o 1 . /7Cu \ i 1 — q'*" K 



1"'-© 



(26) ^V «V jL—r?— , + 8.5.;"t(l-q-.oo.(''^))l, 

sin^amu crto v . «/îni\ i 1 — q^"^ ^ K > 



q' 



.2K/ 

(26)4?^ = î- . 1-^ - + 8.Xi-l)'. , "5"-(i.(_i)».qn.eosm)t 
sin'^amu Blo \ , „/tcu\ i 1 — q^" K 



sin^amu ^fo i . ^ f ^\ • ^ — ^ ^ i 




/r*ox cos'^am u -^*am u j/^am u ^« 

(28) r-â ^ - a — ^*am u = 



sm'^ain a sin'amu 






V2K/ 



,™«. sin*amn ..i/*amu ^'amu ,„ 

(29) s — = — » ^ »" « ^ 

cos am u cos-'am u 



: I «^"'(S) 






^fo) o/"^^\ * » " 1— (— l>q" K 



(i) 

,«rv\ sîn^amu. cos^amu 1 /cos^amu « \ 

(30) jK = r«(-~7^i cos^amu) = 

o« ^fov »q^" /. 2n;ru\ 



fl|o ^ nq2» /, 2nwu\ 

. sin^amu 1 . 1 1 v 

cos^am u.^^amu k'^ cos^am u -i/^amu 



_ eto} \2KJ J nq« _ ,nK^ , 



(32) 
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cos'am u 1 k'* 



sin'amu . /J^un u sin'ain u ^*am u 

1 i \2KJ ,^ « nq° . ^ ,. ,nxu,.f 

^«amn k'« . 1 



(33) . ;j' " ' « *» i" • 2 

sm'^amu.cos'^aina cos amu sin^'amu 

•»1* On peut développer des formules semblables aux formules du para- 
graphe précédent exprimées par le nome compléAientaire p au lieu du nome 
q. On trouvera ces formules facilement de la même manière que les for- 
mules précédentes, ou bien on les trouvera à Taide des formules (8) 
du 63, desquelles on tire en substituant — au lieu de x: 



(1) 



^ (^q) = f I . e "^'. ^.(|:, p), 

— _?^' 



Kx« 



|Mx,q) = y|.e"^'.ng,p), 



^ , . 1/K nK' ^ /Kx . 

^zi^sq) = r K^-e •^»(iK^' p)- 

De là on tire: 

«>x=ii(|)-gH-zfl,(g, p), 



(2) 



(3) 



2Kx , K ,,„ .Kx 
* " ~ «rK' -^ iK' • ' ^'^iK' ' P^' 

, 2Kx , K „- ,Kx . 

2Kx , K ,,„ ,Kx . 




(4) 
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l"»^ ^_|-|-(|)«.Z"0,(p, p), 

ro3x=-||-(|;)^ rOaC^, p), 

. K logp 

De même on trouvera des formules correspondantes aux formules 
(16) — (33) du paragraphe précédent à Taide des formules du 19. En sub- 
stituant dans les formules- (16) — (33) du paragraphe précédent îu au lieu 
de u et k' au lieu de k, donc p au lieu de q, K' au lieu de K, on trouvera alors : 

. o sin*am(iu,k') 

(5) sin-amu-= — r.-rj. = 

^ cog*am(iu,k ) 

nu * 

nnvL nnn 



Kl _ U/»U IJ/ftU ^ 






l+e K' 



(6) cos^âmn = 



cos*am(îu,kO 

nu. 

L,J ^^ 4- 8^ (-i)n -^° i-rr^+i K' ))\ 



l+e K'j 



,_. ., ^» am (iu,kO 

cos*ani(.iu,k ) 
7ia 



nTiu nTiu 



Vl+e ^' j 



lîTTU TITTU 



(8) 



cos^am 



u ^-am(iu,k') ^*(o,p) ( i l-p^"V /) 



^^am 

nTiu nTTu 



sin^am u sin^amdu.kQ^ ^Oî(o,p) v , i> _?P!L/^Jk' ~2K^\* 

^^^ z/^amu " z/2am(iu;kÔ "eVp).^î(o,p)T"^''^ 'l- p2"\'' "^ 7' 



TiTTU nnu 






nTiu nTTu 



(^) .4*J^3=^.a™(U,,kO=„-/-.. l-8f.(-l)^-"^(p"-(-ln^^^ 

■^ coa*amu ^3(0^?) ( ' l-p^n*" ' /] 

12 



i 
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nTTU IITTU. ^ 



(1 2) —^ = cos*am(iu,k') ^- . j^^ . X (-1)" "^^(^^•.(-l)" . e ^K' )," 



nnvL • nnvL _ 



13)—^ --— sm2am(iu,kO-^^,--T.-S„r-^ 2n(e — « > 

cos-'amu c^K^^P) i 1 — p V ^ 

1 cos^ara (iu,kO 



(14) - 



sin^'am u sin^am ( îu,k') 

7IU 






(15) 



1-e ^' 
zy«am u z/«am (i n, k') 



1 



sin^am u sin^am (i u, k') 

nn 



TITÏU nTiu 







(16) - 



cos^amu 



sin^am u sin^am (iu,k') 

nu 



nnn nnu 



_L_ ) ^e ^ of "P° f, ■ pV 
ef(o,p)' )/ _?_5\« ."i-pH 2I 



G-- 



eK' + e K' 



e 



K 



V 




cos^amu . z/*amu z/*am(îu.k') 

(17) — 



sin^am u sin^am (iu,k') . co8*am(îu,k') 

nu 



. sîn^amu . -i^amu sin2am(iu,k') . ^^^am(iu,k') 



2n7iu 2n7ru 

K' 



-f e 




cos^amu co8*am(iu,k0 

nvL 

^ flt(o,p)i(~" 
' 1- 



(19) 



+ e K' 
sîn^am u . coB'-^am u sîn^am (îu,k') 



TU 

7^, nnu nnu ) 

.ruj +*r"i-(-i)rv ^ ) V 



^^anau cos^am (îu,k') . j/^am(îu k') 



# 



TTtt 



«t(oj._))/ii:L^y, |, „ J.PW 

' l + e^^' 



i 
t 



(20) 



(21) - 
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sîn^amu sîn^am(iu,k') .co8'"'am(iu,k') 

cos^amu . z/^amu z:/^am(ia,k') 

. nTiu nTiu „ 

^**'d|(o,p)-T"i-p4* * /' 

cos^am u cos^am (îa,kO 



sîn^am u . z/* am u sîn^ am (îu,k') • ^^am (iu,k') 

( nu 

»t(0,p))V .W^*^^ ^^ •l_(_l).pnV* l 1J« J 

r 1-e K' 

. z/^amu co8^am(iu,k') . ^*^am{îu,k') 

siD-'amu . cos'amu sin'^ainCiu^k ) 

nu 



«l(o,p))V _W ^ ."1— p"V ^ ' / ( 

^ 1-e K' ^ 

• ^« Si Ion différer) tîe par rapport au nome q les ^fonctions: 

Ox -= ^„ (— l)"q" . cos 2mx, 

— 00 

e^x^ — ^^i-irq ^ . sin(2m— l)x, 

_00 

4-00 >r2ni — K^ 

©2X-=^niq^ 2 ^^ . cos(2ra — l)x, 

— 00 
+ 00 

^3X— ^m q"^ cos2mx, 

— 00 

on trouvera: 

dq^x --tC(— 1)™. m^. q'"''-^cos2mx, . 

— 00 

dq^,x=---^„(-l)-.(-— -) .q^ 2->'-\8in(2m-l)x, 

dq©2X^2„( — — — J . q^ 2 ^ .cos(2m — Ijx, 
— 00 2 

+ 00 

dq^gx ^= -5'n m*^. q*?'"'. cos 2mx. 

— 00 

Si Ton différentie les mêmes fonctions deux fois de suite par rapport 
à X on trouvera: 

dî^x= e"x -- >- 4 iL (—1)". m^q*"'. co8 2mx, 

— 00 

-f. 00 5 m 1 *l /'2m— 1 x' 

dl9ix^-e,"x -= 4 ^„ (-!)".(---) .q<>-r--'.sin(2in-l)x, 

— oo Z 

12» 
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d;;^3X= ©s^x-- - 4 2'„ ra^. q< cos2mx. 

— 00 

En comparant ces équations on trouve pour une quelconque des ^fonc- 
tions la relation suivante entre ses dérivées par rapport à x et par rap- 
port à q: 

(1) d^^x == ^"x = - 4q . d,te. 

Si Ton cherche les dérivées successives par rapport à x du loga- 
rithme d'une quelconque des ^fonctions on trouve: 

^,^^^ d^Ox /^d.ex\« . . „,„ «"x 



ft?r'-'"«-=?if-^^^^)'' 



et en substituant la valeur de ^^'x de l'équation (1): 

Z"dx = - 4q . %— — a'^x)2. 

^x 



Mais: dqZ^x = ~— ; donc enfin on a: 



d^(9x 

VBii = - 4q . d,Zfe - (Z'^x)2, ou: 
(2) (Z'fe)* = - 4q. dqZte — Z"^x, 

équation qui a lieu pour une quelconque des ^fonctions. 

Si Ton différentie maintenant par rapport à q les formules (1), (2), 
(3) et (4) du 70, et puis qu^on multiplie par q, on trouvera: 

q. d,Zé?x - - 2 f ^j-:^-2;;j2(q"+ ^ + q2°)cos2nx), 

00 o2n 

q . d,/0ix = \- 2.S _2 ■,„., (1+ 2cos 2nx), 

q . d,WaX = i - 2l'.^-j^4,r2(H-(-l)'. 2eo8 2nx), 

q . d,Ze3X = - 2S'„^-Y^';,.râ(qM-(- l)°{H-q^) • C082nx). 

Si -l'on substitue ces valeurs et les valeurs de Z"flx, V^x^i » ^^x, 
/"OjX dos formules (9), (10),(ll),et (12) du 70 dans l'équation (2) on trouve: 

00 ri" 



(Z'^x) 



2 — 



8-5„- t^^(q"-(n(l-q2") - (1 + q2-)) . cos 2nx), 

(Z'e.x)*- ''^l^- + 8i„,-^j-ï(l-(n(l-q2")-2) . co82nx), 
sm^x I (1 — q ) 



sin^x , o V q^" 



(Z'é^^x)^ -^ -''" ^^- + 8 :^„— ^(1 -(--1)"W ~ 2).cos2nx), 

cos-^x I (1 — q*°J'^ 
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On peut réduire ces formules en remarquant qu*en vertu dee formules 
(5), (6), (7) et (8) du 70 on doit avoir pour x ^= o: 

l'Bji ^ o, il'S.x)^ - ^^ - 16 In -^^ , l%x = o, l%x = o. 

En substituant ces valeurs et x = o dans les formules précédentes 



on trouve: 



00 n° 



q 



f(îZ^ (q- - (n(l-q^») - (1 + q^"))) = o, 



.2n 



o. 



f (îl^sCq" - (-I)"(n(l-q2»)-(l-t-q2»))) = 
et de là en substituant de plus: co8 2nx^= 1 — 2sin^nx: 
(3) (i'ex)«=.16 ^, ^^_^'a„)a (nd-qi^j-d+q^»)) . sin'nx, 

(5) (l'9^^)^ = ^+ 16f„(- l).^-^_3^(„(l-q2»)_2) . sin-nx, 

(6) G'»3X)* = 16l.(-l)».^j3^j-^,-(n(l-q2")- (l+q2")).8m«nx. 

■ «^* Nous développerons maintenant en séries infinies les réciproques des 

1111 . ^ . 

^fonctions: -77-, 71—9 7r~n tt- • Considérons la première de ces fonctions: 
dx 6ix 62X Ozx ^ I 



. ^^ flj^l - 2q2«»-l. cos 2x + q2(2m-i)) . (1- q2m)' 

1 > 

En vertu des règles générales pour la décomposition d'une fonction fractio- 
naire de cos 2x on a : 

1 « A 



^x . "1 — 2q2»-^ . cos 2x + q2(2n.-iP 
où Agi est une fonction de q et m égale à la limite de: 

1 — 2q2'"-^ cos 2x + q^(2m-t) 

^x 
l_}_q2(2m-i) 2 m- 1 

pour la valeur : cos 2x -= — o 2m— i "^' ^^ ^" ^ alors: x = n7r± jlogq, 

i^q J 
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où n désigne un nombre entier quelconque. Donc si l'on pose pour abréger : 

, 2m— 1 ., 
nn ± — - — . 1 log q ^^ a, on aura: 

A -= r 4-2q^'°-^. C08 2x + q^^ ^"-'^. ^ 4q^"-^&in2a 

Mais on a: . 

4q2>"-i. sin 2a -= ± 4q^'"-^ sîn ((2m - 1) ilogq) = rp 2i (1 - q^^^m-D) et en 

vertu des formules (6) et (3) du 63: 

6(x + a) = 6{xr{- nn ± milogq =F j logq) = 
= (-1)". q-'"^ e±2mi(xT • log q). ^ (^ ^p « lo| q = 

-(-m q-"'-^". e-2«ix. ^(xiF^logq)-=t(-l)".i.q-C-2-^. e±(2m-i)ix ^^x, 

donc puisque ^lO = o: 

e'(a) =-- ± (- !)■». i . q-(-2-) . «l'o. 
Donc enfin on aura: 

o I a 

"l O 

■9 « s 

^^ ^x 6^1 'o'."^ ^ l-2q2™-».co8 2x+q2(2'"-i»* 

De même on a: 
sinx 1 S B„ . 



X 



^i* 21^q./f„(l-2q2">.co82x+qn(l-q^") ' "l-V"- cos2x+q<'"^ 

1 

> T» . 1 ,. . , sinx(l-2q^". cos2xH- q^"») 

ou i3m est la limite de : — pour la valeur : 

a,x 

cos2x===— — -^ . Or on a alors: x = nTrdbmilogq, où n est un nombre 
2q "" 



entier quelconque. Donc si Ton pose pour abréger : n;r db mi log q = b, 

on aura: 

,. /sinx . (1 — 2q^*". cos 2x + Q^)\ 4q2". sin 2b . sin b 

Mais on a: 4q2« . sin 2b == =t 4q^'» . sîn (2m ilogq) -= =F 2i (1 ~ q^""), 

i 1 — q^™ 

sinb = =F (— l)".-r. — r— ; donc: • 
■ ^ 2 q™ 

4q2'n. sin 2b . sin b = -(- i)n,(llV!UlzV!0 

De plus on a en vertu des formules (6) du 63: 

^i(x + b) = (—1)"+'". q-»»". e-'^'"^ ^jx, donc: ^,'b =(—1)"-'". q-«»\^i'o. 

Donc enfin on aura: 

f2^ J-^_J- _L ^f ,^„ q'''~"(i-q^)a-q^ ''') 

^' ^ix' Oi'o'sinxT"^ ^ • 1 - 2q2"'. cos 2 X + q^™ ■ 

On peut mettre le membre droit de cette équation sous une autre forme en 

remarquant que: 



V7^. 
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(1 — q2") (1 — q^n») ::=, (1 — q2»)2 (1 -}- q2n.) = (1 — 2q2» + q4n») (l + q^™) = 
^ ( 1 - 2q-'". cos 2x + q^™ - 4q2™. sin^x) (1 + q^^"») == 
-•= (1 - 2q2». cos 2x + q^'-lCl + q'") ~ 4q2™ (1 + q^™) . sin«x. 
En substituant cette expression on trouvera: 

^ix ^lO sinx ,"' ' ^ ^^ '^9\o i l-2q^'".cos2x+q^"' 

ou puisque : ^'^C— D^'q'^'^d f q^") =:2^{ - 1)»". q"'-'»+3„ ( - 1)™ q™'+'", 

1 I I 

et: Jj-l)'"q'^-'"=-l+lj~ir.q»'-"=~l~i„(---U"'q("^ï)'-("'+^^ — 

12 1 

-= — 1 — -fm(— l)"'q™''+'", donc: -^m(— l)"'q"'"~'"(l+q^") "= — 1, et: 



I I 






Oix ^l'o'sinx ' ^,'0 ."' ' •l~-2q2™.co82x+q4™• 

Si dans les formules (2^, (3) et (1) on pose x + ^r au lieu de x on 
trouvera: 

' ' e^x ^/o'cosx' .""^ ^ • 1 +2q*^».cos2x + q^™ 

^i'o'co8x^0,V''''®^-T"^ ^^ -1 +2q2"'.cos2x+q4"' 



Sm-l g 



1 2 «> a( 2 ) ri — a^t^m-ih 



^3X 01 V . "' ^ • 1 + 2q2'"-i. cos 2x + ql2m-i)' 

On peut transformer ces formules en fonctions de p au lieu de q à 
Taide des formules (1) du 71: 



l_ 1/K; ttK' 1 



ÎK' 



-.Kl^. 



Kx* 

TlK' 

e 



*■' ^ »,(g, p) 



Kl. 



e 



Kx« 

TïK' l 



K .,Kx 



î 



0*^ «(jg;, p) 



^Kf. 






u^x K _ ,Kx V 

On trouvera de là: 
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IL 

ffii i- V~^--0^ 1 2p^ §( ,.„ p°'-(l-p^°)(l-p*° ) ._ 

l+p" (1+p ")(l+p ") 

' logp'P )«i'(o,p)" ?î 

' 1+p" 

2x 

_2_ I+pI ? ,_„„ p°°+»(l+P^°) 

p" (1+p ")(l+p ") 

- (-)H - 

l/I^ p " )-i- -VL _ 

r logp' )«i'(o,p)' 25 

r 1— p' 

2x 

A_ 1— P" ? ^_,> pnV-d+pî.) 

P'' (I-P " )(1-P " ) 

1 TA — ^ '* 2 s p (1— p*'2»-ii) 

^''^ 0^ K log p • p e,'(o,p)-. " ^ '^ • 2(?5-i_iL; 2(?-»:l+-?_) ' 

(1-p 2 '» )(l-p * " ) 

(1+p 2 « )(l+p 2 n ) 



(7) 



1 



«ix 



<".Tx=-f-.4?''-vS-,r?-'-"-- 



Chapitre neuvième. 

Trans/onTïafeOTi (?es fonctions de Jacobi par rapport au nome. 

• 4. Si Ton multiplie la série (5) du 62: 

^3X = -Sn, q™ , cos 2mx avec la série semblable: ^sy = ^n q"'eos 2ny, 

— 00 00 

on aura la série double: 

+■00 H-OO 

^sx . S3J = ^m ^n q"'*"*. COS 2mx . cos 2ny. 

_00_00 

Si Ton ajoute ici la série convergente double: 

+ » +00 
— 2^ 2^ q™ +«'. sin 2rax . sîn 2ny = o, '' 

dont les termes se détruisent deux à deux, on mettra le produit ^sx . O^y 
sous la forme: 
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O^x . e^y =X -C (r'+"'. cos (2(mx + ny)) 






- " ;;-m j*-n q . cos ((m |- n)(x+y)+ (m— n)(x— y)). 

Or on remarque ici qua des valeurs entières de m et n correspon- 
dent des valeurs de m + n et m — n, qui sont en même temps toutes les 
deux des nombres pairs ou toutes les deux des nombres impairs, et qu a 
chaque combinaison de valeurs de m + n et m — n correspond toujours 
une et seulement une combinaison de valeurs de m et n. Donc on a en 
général: 

"^v' "^ ,./ r N +^ t?» . 4-00+00 

2^ 2, f(m+ n, m— n) - ^„ 2, f(2m, 2n) + 2^ 2„ f(2m - 1, 2n - 1). 

Eu employant cette formule on réduit Téquation précédente à la forme : 

+ 00 +00 2( 01*4-1»^) 

6^ax . é^sy "= -„ :^„ q . cos(2m(x -f y) f 2n (x— y)) + 



_00_QO 



Ki-^^f* i-^n 



+ '1S'!!!l . cos((2m-l)(x + y)-|-(2n-l)(x-y)-) — 



00 _oo 



-^%% q2:-"'+»'). cos(2m(x-| y)).cos(2n(x— y)) 



oo_oo 



— f„,% q2(n>"+"=). 8in(2m(x^-y)) . sin(2n(x-y)) -f 



00 _ 00 

„i<,2n|-Iv2 ,2u— I .2V 

+ 00+00 ^\^~2)H~^2f^ 



+ -2'„^.. q " .cos((2m- l)(x-fy)).cos((2n-l)(x-y)) 



— 00 — 00 



— 22 

— 00 _oo 



«-.. q .8iii((2m— l)(xfy)).8inC(2n— l)(x-y)). 



Mais: % % q2(»V"'i .sin(2m(x l-y)) . sin(2n(x-y)) — o 

— 00 _00 '' \ J '/ 

.«> .00 KC-Vr^CVr) 

et: r-n -n . sin((2m-l)(x-|-y)).sin((2n^l)(x-y)) = o, 



puisque ces deux séries sont convergentes et leurs termes se détruisent deux 
et deux. De plus on a: 

tOO +00 

-m-., q^('»'+«'). cos (2m (x -|- y)) . cos(2n(x~y); — 



_00 — 00 



-- 2 q2m^ cos(2m(x+y)). -5'„ q2"'. cos(2n(x - y)) -(^afx+y, q") . O^ix -y, q'^ ). 

+ 00+00 ^\\ 9 ) TV--2~ ) ) 

5*55,^ ' .cos((2m-l)(x j-y)).cos((2n-l)(x-y)) - 

2ra.iV2 .,2n-K2 



^00 2(-— -) , o/-2n-l * 

^q ^ .cos((2m-l)(xfy))/-f„q"^ . cos((2n— l)(x-y)) - 



— 00 



eXx^y,q■').e•2(x -y,q«). 

12a 
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Donc on a: 

(1) ^3(x,q) . ^3(y,q) - e^ix -i- y,q2) . O^ix — y.q') + e^{x + y,q*^) . (9,(x.y,q^). 

Si l'on substitue dans cette formule x + ^ au lieu de x, et y 4- ^j au lieu 
de y, on trouvera: 

(2) é?(x,q) . d(y,q) ^ G^ix -f y,q2) . e^{x - y,q«) - O^Çx -f y,q^) . 0^{x— y,q*). 

Si Ton substitue dans ces deux formules x -f- ^ log q au lieu de x et 
y 4" î 'og q au lieu de y, et qu'on remarque qu'en vertu des formules (3) 
du 63, où l'on pose q^ au lieu de q: 

0a (X -1- i log q,q*) - 9., (x + ï log q*, q«) - p . 6^ (x, q*) 

»3(x + ilogq,q«) - 03 (x + ï Iogq^ q"")^- ~ . 0, (x,q''), 
on trouvera de plps: 

(3) 02(x,q) . e^(y,q) - O^ix^ y,q«) . e^{x - y,q*) + ^af x+ y,q') • «sU-y ,q*), 

(4) 0,(x,q) . ei(y,q) -^O^ixl y,q«) . 02(x-y,q«)-ea(x+y,q*) . «sCx— y,q*). 

S! enfin on substitue dans ces quatres formules x -{~ ^ B'U lieu de x, 

on en tire: 

(5) e (x,q) . e3(y,q) - e (xH y,q*) . 0(x - y,q*) -\- 0,(x4-y,q*) . 6, (x -y,q«), 

(6) e3(x,q) • e fy,q) ^ e (x+y,q'') • e(x— y,q*) — ei(x+y,q*). e,(x— y,q«), 

(7) e,(x,q) . ea(y,q; - e,(x +y,q«) . e(x - y,q'«) -|- (x4 y,q'') - «iCx - y,q*), 

(8) 0,(x,q) . 0,(y,q) - e,(x+y,q*) . ^(x- y,q*) — (x + y,q*). 0,{x— y,q2). 

De ces huit formules on tire de plus: 

(9) 20 (x-|-y,q') . e (x- y.q") - e(x,q) . 03(y,q) + e3(x,q) . e(y,q), 

(10) 2fl,(x+y,q«).0,(x-y,q*)-^6»{x,q).e3(y,q) - 03(x,q) . 0fy,q), 

(11) 2ea(x-f y,q'').ea(x-y,q«) - e3(x,q).03{y,q) - 6 (x,q) . e(y,q), 

(12) 203{x+y,q*)J3(x— y,q^)-e3(x,q).03(y,q)rf e (x,q) . e(y,q), 

(13) 26 (x+y,q4).e,(x-y,q2)--0,(x,q).0.,(y,q)-Oa(x,q).e,(y,q), 

(14) 20i(x+y,q«)J (x-y,q«)-e,(x,q).02(y,q) + e.,(x,q)J,(y,q), 

(15) 2e4(x+y,q«).03(x-y,q«) = e^(x,q) .9^{y,q)~ 0,(x,q).6»i(y,q), 

(16) 2e3(x-|-y,q»).e2(x— y,q«) -0a(x,q) .e2(y,q)f , (x,q) J , (y,q). 

Si l'on pose dans ces formules x -f" y = x', x - y "^^ y', puis qu'on 
change x' en x, y' en y, et q en yq, on aura les formules nouvelles : 

(17) e (^^, yq).9 (.""^ ^-, Vq) - e3(x,q) . OjCy.q)- «^f x,q) . ea(y,q), 

(18) «iC^Vq^-^iC^^^, Kq) - «3(x,q) . 9.,(j,q)- 0a(x,q) . «a^y^q), 



x 



+7 ,/■^n ,^ 



(19) »,( -yS|/q)e.i( 2 ' Kq) -^ »3(x,q) . fla(y,q) + 9^{x,q) . e3(y,q), 

(20) «aC^^Y^,!/ q).e3(''~'^, (/ q) - e3(x,q) . e3(y,q) + e.,(x,q) . d,(y,q). 
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(21) e (^, y q) . «sC^, Kq) - e (x,q) . fl(y,q) 4- e,(x,q) . fli(7,q), 

(22) 03(-^,Kq)-» (^^,l/'q) - e (x,q).e(y,q)-0x(x,q).fl,(y,q), 

« 

(23) e.(^-^ Kq) • «îC'^' V^) - »x(^,q) • »(y.q) + ^ (^.q) . ei(y,q), 

(24) B^{^^, |Aq) . e,(^-^, Kq) -= »i(^>q) • »(y'q) - » M^ • <'.(y'q)' 

(25) 2e(x,q).e(y,q) = fl(-'ty,V'q).ea('^'^^,Kq)+»3(-t^,Kq)-»(^^ 

(26) 20,(x,q).ei(y,q)= 0(^^,Kq).e3(^Y",|/ ^)-e^(^^y c^lBi^^ , 1/q), 

(27) 20,(x,q).e,(y,q)=e3(''"ty,|/^q).e3(LT:y,l/-q)-eC-'tZ,|/q)J(?rf,^^^^^ 

(28) 2e3(x,q)._e3(y,q)-e3(?|^,l/"q) .«»('' 2-,Kq)-|- e(-±^,l/'q).et^-^, Kq), 

(29) 2fl(x,q).e,(y,q).ei(^"t?l/'q).e»(?^-?,Kq)-»«(-|^^,Kq)-».(-J^^^ 

(30) 2e,(x,q).«>(y,q)=0,(-^-^,Kq)-e.2(^^,Kq)+»a(-]^>l^q)-«i(-2^yq)' 

(31) 2e,(x,q).e3(y,q)--e«(^-"tiv"q).flj(?Y^,|/-q)-ea-|^yq).ei('y^,Kq). 

(32) 2fl3(x,q).6>,(y,q)=e4(''|^,Fq).fla(-~^Kq)+»i(''t^^'l^q)A(''2^,Kq)- 

« "• Si dans les formules du paragraphe précédent on pose x = y, on trouve: 

(1) eHx,q) - «3(o,q'') . e,(2x,q*) — 0a(o,q*) . fla(2x,q*) = 

•= è }e3(o,Kq) . o(x,Kq) H- o(o,Kq) • «ïC^^Kq) }, 

(2) 6»?(x,q) - fl2(o,q2) . e3(2x,q*) — 03(o,q*) . fla(2x,q* ) - 

= è {e»(o,Kq) • e (x,Kq) - Oto,|/"q) . e,(x,l/q)}, 

(3) e«(x,q) = e2(o,q2) . e,(2x.q«) + «sCOiq*) • ea(2x,q*) =- 

-•= è |e3(o,'Kq) • e3(x,l/"q) ~ «Co,Kq) . e(x,l/q) } , 

(4) ei(x,q) =•- e3(o,q*) . 03(2x,q'») + 04(o,q«) . e.,(2x,q2) - 

= h {fl3(o,Kq) . 03(x,Vq) + 0(o,Kq) . e(x,l/'q) }. 

(5) B (x,q) . fljCx.q) - 0(o,q*) . 0(2x,q«), 

(6) e ,(x,q) . e2(x,q) -= é>(o,q«) . «i(2x,q2), 

(7) e (x,q) . e , (x,q) = è»2(o,Kqi • » i (x,V q), 

(8) Oa(x,q). 03(x,q) = ^e2(o,l/q).e,(x,|/q), 

(9) e.(2x,q«) = ^-^^,j^ «t(x,q)-fl'(x,q) }-= ^^^1 «Kx,q)-eî(x,q) }, 

(10) fl3(2x,q'') --= -^-i-,-j{ fl|(x,q)+0-^(x,q) l'^^^i el(x,q)+»-f (x,q) } • 

Si Ton pose y = o on trouvera les formules : 
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26^, 



(11) e(x,qH^-^^^-{e^x,q*)-ei(x,q*)}==^-^-{<)V,q^)+ eî(x,q') - 

- ^q) • 4^^^ • ^4^<1>' 

(12) e,(x,q)^ ^-|^j. »(x,q') . e,(x,q*) - ^J^^-. 0i(|,|/'q) . fl,(|,^^q), 

(13) e2(^,q) = ^-^,.ea(x,q*).e3(x,q--^) = 

(14) <'3(x,q)-=^~q-,je!U,q-^) + e?{x,q*)}-^^^^^^ e?(x,q*)} - 

-2«i,qT I 'K^y^'-^ «'( 2 '»" «l^ t ^ ^q) î^i^ 2 'l^-ï^+^Î^T'l/ <»' Î ' 

(15) 202(x,q-O 0j(o,q) . 6 (x,q) + »(o,q) • flï(x,q), 

(16) 20î(x,q'i) - »3(o,q) . 6 (x,q) - fl(o,q) . 03(x,q), 

(17) 2(9t(x,q«) - fl3(o,q) .ie3(x,q) — e(o,q) . 6»(x,q), 

(18) 2«?(x,q'«)- 6»3(o,q).6»3(x,q) + é»(o,q).e(x.q). 

iD- Des quatres dernières formules du paragraphe précédent on tire en 

les multipliant deux et deux: 

40*(x,q«) . flt(x,q*) -- 

- { »3(o,q) • «(x,q) + e(o,q) . 0j(x,q) } . { e3(o,q) . 03(x,q) 1 e(o,q) . e(x,q) }. 

4eKx,q*) .»ei(x,q'») = 

- { é»3(o.q). é»(x,q) - 6»(o,q) . ^jtx.q) | . { B^io^q) . Osix^q) — fl(o,q) . e(x,q) j. 

Les formules (5) et (6) du paragraphe précédent donnent, si l'on pose 

q'' an lieu de q*. 

e(x,q*) . e3(x,q*) - 0(o,q*) . fl(2x,q'»), 

0,(x,q«) . e^(x,q^) - é»(o,q*) . e,(2x,q«). 
De là on trouve: 

(1) e(2x,q*) -- 

= 2^^^. J/ { ej(o,q).e(x,q)+fl(o,q) 03(x,q) }.{ O3(o,q).e3.(x,q)+0(o,q).e(x,q) }' 

(2) e,(2x,q*) -^_ ■ , 

= ^(^ 4j Y ^ ^3(o,q).e(x,(,) - 0(o,q).e3(x,q) } . { e3(o,q).03(x,q)-e(o,q).e(x,q) } . 

Pour trouver les valeurs de fl.2(2x,q'') et 63(2x,q'') cicprimécs par les 
^fonctions de l'argument x avec le nome q on en cherche la somme et lu 
diilerencc. Or en substituant dans les formules: 

,2ni— I.» 



6.^(x.q) = 2-5^, q . cos(2m~ l)x, 



GO 

^ 
I 



^3(x,(i) ---- H- 2-:^ q'"'.cos2mx, 
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2x an lieu de x et q* au lieu de q, on trouve: 

^3(2x,q'*)4 ^.2(2x,q*) "- 1 -\- 22'„(q4m^ cos4inx ~\- q(2m-il\ cos(4m — 2)x) - 

I 

~- 1 -f 2^m q< cos2mx = ^jfx^q), 

^3(2x,q*)- ^2(2x,q*) - 1 | 2S™(q'*"''. cos4mx - q^^-n-^'. cos(4m~2)x) - 

1 

--- 1 4 23„(— 1 )'"q< cos 2mx :=• ^(x,q). 

Donc on aura: 

(3) ^.2(2x,q4) = ^}^3(x,q) - ^(x,q)}, . 

(4) ^3(2x,q*) - i{^3rx,q) 4- 0(x,q)\. 

• • • Si dans les formules des deux paragraphes précédents on pose x - o, 
on trouvera: 

(1) eHo,q) = ei(0,q'«) - el{o,q^) -=e(o,|/'q) . »s(o,Kq), 

(3) et(o,q) -»|(o,q' J+6lg(o,q'») -.] { eS(o,l/"q)-| 0'(o,Kq) }, 

(4) 9 (o,q).e3(o,q)"e»(o,q*), 

(5) ea(o,q) . 03{o,q)^4ei(oyq), 

(6) e|to,q'»)=è{ fl?(o,q) - e«(o,q) }, 

(7) ei(o,q*) = .i{0i(o,q)4-e*(o,q)}, 

(8) 9Ho,q*)=y'^e{o,q)7ë^io,q) . { 0fro7qT^i- e*(M> }- 

(9) 6»j(o,q*)=^{fl3{o,q)— ff(o.q)}, 

(10) e3(o,q*)--4{e3{o,q)^-e(o,q)}. 

• c). Nous chercherons maintenant les transformations que subissent les mo- 
dules k et k' et les intégrales complètes, quand on change q en q- ou en |/ q. 
En vertu du 63 on a: 

«3(o,q) t'3lo,q) 2 

Si l'on désigne par k„, k'„, K„ et K'„ les valeurs des modules et des 
intégrales complètes qui correspondent au nome q", on aura alors en vertu 
des formules du paragraphe précédent: 

_ e|(o,q2) _ g§ ro,q)- e 'fo.q) 
"'^ ■^S(o,q^) "ê|(o,q)+e*(o.q)' 

e''(o,q*) _ 2fl(o,q) . 0,(o,q) 
* " '03(o,q»)" flf(o,q)+e''(o,q)' 
K,= ^ . e?(o,q*) ^ |{ ei(o,q) -I- 0«(o,q) }, 

K'j- - i0g(o,q'^).log(q«)- - .i{e5(o,q)+e«(o,q)| .logq 
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et de là en substituant les valeurs des formules (1): 

(2)' kj = j , , „ k'a '^ 1 I t/' K2= K . — - — , Kj' -^ K'(H k')- 
De même on trouvera les formules: 

. ^^ eg(o,T/q ) ^ 2ea(o,q) . g3(o, q) 

i eiio^q) - ei{o,q)+0|(o,q)' 

_ g''(o,K q) _ gi(o,q)-g|(o,q ) 
î et(o,T/'q) 0f(o,q)+»l(o,q)' 

K, - f . Ot(o,Kq) - 2 lei(o,q)+«Ko,q)| , 

K;= - iOi(o,l/'q) . log(]/q) i je|(o,q)+e|(o,q)| . logq, 

et de là en substituant les valeurs des formules (1) : 

On peut aussi déduire les formules (3) des formules (2). En effet on 
trouve de ces formules: 

lesquelles coincîdent avec les formules (3), si Ton y pose j/q au lieu de q, 
donc k,, k\, K, et K', au lieu de k, k', K et K', et k, k', K, K' au lieu 
de ka, L', ka, K./. 



(5) 



(6) 



En général on a: 

Tïk' ' ^'2n =^ 14..W ' K2n=Kn. , K'on"^ K'n( H^'n), 

^n '^^ 7 I TT î ^ n ^= . i , t Kn= K2n(l-rk2n)/ K'n= K'2n' ^ • 

l+kîn 1 + K2n 2 

Des formules (8), (9) et (10) du 77 on déduit: 

K4-JK(l+'^^ko^ K4'== K'(l+1/"ko^ 



lesquelles on déduit aussi facilement des formules (5), si Ton y pose succes- 
sivement n = 2 et n =^ 1. 

• ^« En divisant entre elles les formules du 73 on en tire des formules 

pour la transformation des fonctions elliptiques au module k en fonctions 

correspondantes des modules ka et k,. En effet on a: 

gi(x,q ) • ^/ . ,2Kx.. 

ëô^)^ Kk-8>nam(- ,k), 

ga(x,q ) Vk ,2Kx., 

-K} — \ "= iTT- • ""S ara( ,k), 

0(x,q) yk t: ' 
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e.i(2x,q^) VK ,2K2.2x , . 

^(2x,q^; |/ k 2 TC 

^3(2x,q ^) 1 . 2K,.2x 

^C2x,q^) >/k.2 TU 

.2Kx ^. ,4K2X ^ ^ 
ou, si Ion pose pour abréger: amC. , k) ^= 9, am( , ka) ~^ ç^» 

^J =-Kks.n9, ^^-) =^,-;. cosç, -^-^^^-=^..^«, 

De là on trouve, si l'on substitue les valeurs de ©(2x,q*), 6,(2x,q*), 

0a(2x,q^), e3(2x,q*) données par les formules (5), (6), (9) et (10) du 75: 

__ 1 gi(2x,q '') 1_ g i(x,q).fla(x,q) k_ sinÇ . cosç 

S"» 92 - i^fc- • -0^^ - |/k, • ë(x,q) . 03{x,q) '" y'h, • J^ ~' 

_]/k,' ea(2x,q«) V^ka' , e(o,q«) ei(x ,q)-e»(x,q) _ 
cosça ■ |/-k, • e(2x,q*) V ka " ^ ' 0,(o,q*) ' ê(x,q) . ©sCm) 

_ , Kk'a Kk'î féS _ FJ^'\= . !^ ^*"P— kl _ 
"'^•]7'k2""ÎKka ■ VKk' ^<P/ *■ ka'j/'k'.^ç 

' - 1 ^A 1— k'— k'sin'y _ , k^a 1-k;^ l-(l+k') . sin^y 

^m 1/V' ^3(2x,q*)_^ , e(a,^) 0i(x,q)+O«(x,q) _ 
^* ^ *mx,q'')~' "^ *• ^ * 05(o,q*(- ë(x,q) r»,(x;q) 

- ' 1/k ' Vkvf-^ +i^'''U ' k,' ^±^ l-(l-kO • «"'9 - 

Maintenant on a en vertu des formules (2) du paragraphe précédent: 

l/k - V"^^- -Ji- W _ 2lA^ 2Kk'. 

K fc« - 1^ ï + k- 1 +.k" kj ~ 1 - k" ''• 1 +k" 

donc on aura: 

,,\ . t, 1 1 /» 8in9- cosç- 

(1) sin <p., — ( 1 4- k') . ^r-^'^» 

,„, „ 1— (l + k').sîn''(p 

(2) cosça— j- ^, 

/«. . l-Cl-kO.sin'^» 

(3) . // Ça = —- ^^ç =^.. 

De ces formules on peut déduire d'autres qui donnent des relations 
encore plus simples entre les deux angles 9 et ç^- ^^ ^^^^ ^^ a* 
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j*ffi oîin fl^ — oin»* I 



sin© — (H-k').sin^9 , 
- cos92.sinç-^ — -7-^ , donc: 

(4) sin(<p,-ç)-k'.^^. 

^ , cosO — (1 -|-k'). sin^9.cos9 
^De plus on a: cos 9.2.0039 = . — , 

(1 f-kO .sin^9 .>os9 , 
sin9.2 . sin9 -^ y ^, donc: 

/ X eos 9 

(5) eos(9.2— 9)--^^. 

En divisant ces deux formules on obtient la formule suivante très 
commode pour le calcul de 9^: 

(6) tang(92 - 9) - k'. tang 9. 

De même on a: 

2 

sin 29 ^= 2sin 9 . cos 9 = . . J(f . sîn 9^, 

C0S2Ç ^ 1 - 2si„> --^ 1-2 .^-f y^^-- 2-^9-co89. -d-kO 

l-f-k l-f-k 

et de là: 

2 

sin 2(p . cos cp^ —-- -^j-, -f . ^cp . sîn cp^ - coscp^^ 

' 1 -f- k 

2 . 1 k' 

cos 2q) . sin cp^, "- :pT~w« ^^ • sin (p>2 • coscp^ — . sin cp^^ 

1 -k' 
donc: sin2<p . cosfjP^ — cos 2<p . sin y g-- . . sinç^^, ou: 

1 j-k 

(7) sin (2<7> — ^2) ~= kî . sin f^^- 

A Taide de la formule (6) on calcule facilement ^2, si l'on connaît <p, et 

à Taide de la formule (7) on calcule (p^ si Ton connaît ç?^* 

ftO ^ , /^ 2Kx , \ /4K.X , \ 

ou. Des valeurs <7^ ^ am l , k y et <p2 ^^^"^ \ '»*^2/ °" ^^ï"® • 



2Kx /•</? dq) 4K2X /«(/^a àcp 

TZ J Kl^l'^sinV' ^ J Vï^kh 

^ -* 



et de là: 

dq) K /'(p.j d(p 



J FI— k'^^bv" 2K2'J yj. 



■kXsinV 

' £ r 

K l+ka 1 

ou, puisque: - -^ --_--. ^^ : 

J Kr^^in> 2 J yi— k.lsîn^^ 



-* 
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J Fl-kisinV V Kl-k«8inV' 

. 1-k' / 2>/'k, 

tang {q)2'-cp) = k' . tangç>, 8in(2^ — cp^) = k2 . sînç?^. 
La transformation d'une intégrale elliptique donnée par ces formules 
est nommée la transformation de Landen après un mathémacien anglais John 
Landen^ qui le premier Ta développée dans les „Philosophical Transactions" 
des années 1771 — 1775* 

yi- Si Ton pose: am(~^, ka) ^^ vpj, on trouvera des formules (15), (16), 
(17) et (18) du 75: 

«în^di ^± ^?(x^^)_A ^Mj?(m) ^MAlî'i)^ 1 1-^^ 

^'""^^ k2-^^(x,q^)" ka-^3(o,q)".^(x,q)f^(o;q).^3(x.q)~ k2'l+^^^^ 
2d;^^* «2(x,q^)_k^ ^3( o,q).^3(x,q)-^(o,q).^(x, q) k^ 1 J(p—k* 

//^d.==t' ^5(3q'')-t- ^3(o,q).^3(x,q)_+^,qJ.^q) _ 1 J<p+k^ 

^^* ^•^^(x,q^^)- ^^•^3(o;q).^(x,q) + ^(o,q).^3(x,qj'" ^''Yk^'U-'J^' 

l 1^' 2l/^k' 

ou, si Ton substitue : ka = -r —, k a -^ . , , , : 

1-f-k 1-j-k 

/1^ • 21 1+ï^' i — ^^ 

(1) sm-^a ==» — ^, -^ ^, 

(2) ^-^+.^-_^,.i;v^^-, 



(3) 



^* i + k'- H-^(?^' 



Des formules précédentes on tire de plus: 

/^N . (l+k2)8invb„ 

(4) sm ^ -- ^ ' '^ ^^ 



l+kasin'^^a' 
(5) cos cp = 



COS 4^2 • ^4^2 



(6) ^«p- 



l+kj.sin^^g' 
1— ka .sin'^^^a 



l+kg .sin^vpa 
et des formules (4) et (5): 

(7) tang<p = (H-k,).^^^^. 

2E[x 2K X 

Des formules: ç> = am( , k), 4*^ -^ am ( — ^— » kg), on conclut: 

TV 7t 

2Kx __ çq) ^'f 2K2X _ r^2 ^9_ 

n J Kr^^sîn^i' TT J yi—klHin'^cp' 

13 



i9â 



' K 2 

Puisque: - - = 1 -f- k^ = r 1C^ ^" ^ donc: 



(8) 



^f /, 1 1 \ r4'2 d^ 



ç<p _dy _ _ , p^ 

J Kl— k«sinV J V 1-klsinV 

(I i y 

, /•<|<4___d^___ _ 1 + k' r<p d<p 

^^ j Kï^klsinV 2 -J Kl-k'^sinV • 

£ -r ^ 

t — k' 
Dans la première de ces formules on a: k2 = T~VZéi ^^ 4^2 ®st dé- 
terminée en fonction de q) par les formules (l), (2) et (3); dans la seconde 

on a: k'^^--. i •>^'~^ VilTy ^^ ^ ®st déterminée en fonction de 4^2 par 
l+ka 1+K2 

la formule (7). * 

y*^* Si Ton pose: am( — ^— , 1^4) = X4î on trouvera des formules du 76: 

_ J_ g3(o, q) • e(x,q )- e(o,q). e3(x, q) gaÇo.q) ■ e3(x,q)— e(o.q).e(x,q) 
" k4e3(orq).fl(x,q)+e(o.q).e3(x,q)'6»3(o,q).e3(x;q)+ë(o,q)."(?(x,q) "' 

11 —j^(P ^<P — k' 

""kl" 1 +i/çr"^^"H-T" 

eo8 X4 1^^ • e2,2x.q4) 

_k'4 2^ 4^ g3(x,q ) - g(x ,q) e3(x,q) - 0(x,q) 

k4 ^"'*> e3(o,q)e(x,q)4-e(o,q).e3{x,qre3(o,q).fl3(x,q)+e(o,q):ê(x,q) ^ 

k4 ■ jr • l-\- Jq> ■ ^ç> -}- k' 

k'I . K4 (Jip—Vk')'^ 



' k:t.Kyk'\i+j(pXJcp+k'y 

,< .,. „4^ e3{x^q)+e(x,q) ^e3(x,q) + 6>(x,q) 

4. f VO,q ^<,3(o^q)J(^^q):|.e(o,q).03(x,q)•03(o,q).e3(x,q)-|-e(o,q).e(x,q) 



l.< 



..■.VU^+')Vi^''^+y^-> 



_ 2K4 . k-4 y 2K\|/ 

_k^i K4 U(p + f/ kp^ 

"^ K y k' ' (H-^^)C^^-l-kO' 

ou, si Ton substitue du 78: ^4^^(717171^) 1 ^'4^=2j/2. -7— j -y-, ^71^ , 
K4 - i K (1+ Kk')*: 
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On peut déduire ces formules des formules du 79 et 81. En effet si 
l'on change k en k2, ka sera changée en k4, cp en 4*2, et <p2 ^n X.4- Donc 
on tire des formules (l), (2) et (3) du 79 en substituant ka au lieu de k: 

8.n^X4-- U+k.)'- j^-^ (1+k*) \y_Z^.) ■i+-j^-jç>+k'- 

_^/l-H/k'\* l-Jcp Jep— k' 
~ VI— KkV • Ï+J(p' J<p+k'' 

( , l+k' l — J<p\^ 

(i-(i +k'a).9in^a)''_V^~^^"'" '"''-'• l-k"^ T+:îyj _ 

l-^k'''i-\-J(p 



/ 1-fl/k' li—Af\^ ( 2_ -/y-Kk 'V 
_ V 1— ]/ " k''l + ^W _^ Vl-Vk'" 1 +f/?'l/ 

. ï ^- k' ■ 1 + ■ V 1 H- k' ■ 1 4- .^^ 

2 (1 + k') {Jqy- Vk')'^ 

' d-l/k')*" (H-.-^ç>)U<p+k') ' 

_ (1-(1 — k'a ).6in''4>e)^ ^\_ _J _1— k" ' 1+^y/ 
^^' ^î,j,a 2__ ^<p + k' 

H-k''l + ^«p 

/ lj;-j/'k; 1-4<P\* / 2__ ^/y-l-j/k'X» 

_ V "1 + V k'-ï+^W ^ U+t/k'l 1 +^W _ 
, '2 //<p + k' 2 ^^J+k' 



2 



1-l-k'' 1 H- ^^> l + k'' l+J<p 

_ 2(1 + k') idq>^Y^V_ 
(l+V'k')*' iU-Jcp){Jcp+V)- 

Des formules (2) et (3) on tire: 

(A. cosX4_^l + Kk- dcp ^ YV 

^ ^ ^X4 ■ l-Kk'-z/(p4-Kk" 

et de la, puisque: k* — \ iJ^Y k') ' ^ ^ "" Ï + Kk** 

,.x ,. _ Ij:: 1/kj ^X4-Jiyk4 . eosjU 

^^ " ^ " 1 + Kk4 • ^X4- Kk, ; cos x; 



13 



* 
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Des formules: <p=^am( , k), X.4 ~- *™ ( — "1^4) on conclut: 

j^^J Ki — kW^9' 7t "J Kl— k|sm^9' 



2Kx 



K4 



Puisque: - = |(1 +]/kO^= .. , i/u ^2 ^ o" * <^o"c: 

(6) r?_.^f ^ (l + |/k4 )^ nC4 d9 

J 'Ki — k^sïnV 2 'J ]/l--kl8in^9' 

(7) rx.4 _j^ ^ (i+l/k Q^ ry ^9 

J ï/*!— k|sm^9 2 ' J Kl"-k2sin29 

^ 

et où X.4 est déterminée en fonction de 9 par les équations (1), (2) et (3), 
9 en fonction de X4 ?^^ Téquation (5). , 

c>o. Nous considérons encore la transformation des fonctions de Jacobi et 
celle des fonctions elliptiques quand on change le signe du nome q. 

Or pour ce qui concerne les ^fonctions on tire immédiatement des 
formules du 62 que: 

j^(x,-q)--é?3(x,q), é?i(x,-q) = Ç . (1 ± i) . d^(x,q), 

(^2(x— q)-Ç . (1 ±i).ôa(x,q), ^3(x— q)=^(x,q), 

puisque : — q = q.e , y — q = |/q.e 4 = --.(l± i)|/ q. 

Si l'on désigne par f, P, 5Î et ^^ les valeurs des modules et des inté- 
grales complètes correspondantes au nome: — q, on les trouvera à Taide de la 
formule (18) du 65: 

- ^l(o,~q) -, ^^(o,~q) CSV '^ /j2/ N ©. ^ 1 ^ r ^ 

î -~'^l(o,-qr * "^ ^!(^;=q)' ^ ^ 2 •^'("'-^^' S ^ -^ -.log (- q). 

Or on a: 

^«(o, - q) - ^l(o,q), ^S(o,q) ^ ± î . ^|(o,q), ^i(o,-q) - ôno,q), 

± \7C -- — 

K K 



log(~ q) == log (q . e=*=^'^) =-- logq ± i;r = - ^' ± \n ^ - ^(K' =F iK) 



Donc on a: 

(2) f = ± iJ^, V = ~, ^ = k% 5Î' = k'(K' =F îK). 

Le signe de i sera déterminé suivant les régies du 1. Si le module k est 
réel et plus petit que Tunité, k' sera aussi réel, et on doit alors partout 
choisir le signe inférieur; si k est réel, mais plus grand que l'unité, k'*sera 
une quantité négative: k' == — i]/ — k'^, donc f une quantité réelle, qui 
suivant les règles du 1 doit être positive, donc on choisira encore le signe 
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nférieur; si k^ est une quantité réelle mais négative, on aura: k =^ — i]/ — k^, 
et k' sera une quantité réelle et positive, donc f sera une quantité réelle, 
qui suivant les règles du 1 doit être positive, donc on choisira alors le signe 
supérieur; enân si k et k' sont toutes les deux des quantités imaginaires, 
k =^ a -{- ib, k' = a' -}- ib', où a et a' sont des quantités positives, b et b' 
de signe contraires, f sera aussi une quantité imaginaire, dont la partie réelle 
doit être positive, donc on choisira le signe supérieur si a'b — ab' est une 
quantité négative, le signe inférieur si a'b — ab' est une quantité positive. 

En substituant les valeurs des ^fonctions au nome — q dans les for- 
mules du 64 on obtient les formules: 

sin am (u,i) '= -t-/"» • — z "^ — ïtïT"» — " • =^ ^rc • ' 

cos am (u,r) ■—,-/-» • °° m Va • ^ ïrc • 1 

^ am(u,f) = Kf . — -VV 






et de là: 



sin am(j-7, k) 

(3) sin am (u,î) == k' 

u 
J am(-7, k) 



(4) cos am (u,") == 



(5) J am (u,î) 



cos am (— , k) 
^am(~,k) 



^am(^,k) 



ik 



où f = — rTî sî k^ est une quantité réelle et positive, ou si k = a -(- ib, 

ik 
k' ==-- a' + ib' et a'b — ab' une quantité positive, mais f == , / si k^ est une 

quantité réelle et négative, ou si k ^= a ~|- ib, k' = a' -{- ib' et a'b — ab' une 

quantité négative. 

Si Ton substitue k'u au lieu de u, on trouve des formules précédentes : 



/^x . / l^ </ 8inam(k'u,î) 

(6) smam(u,k) = f.^-^^j^, 



196 

co8ain(k'ii,n 
(7). cosam(u,k)^^ -iam(k'u,f)' 

(8) .iam(n,k)^ T^kVj- 

o4. Si dans les formules du paragraphe précédent on change k en k', donc 
q en p, on trouvera la transformation des fonctions de Jacobi et celle des 
fonctions elliptiques quand on change le signe du nome complémentaire p. 
On trouve alors: 

ie (x— p) -^ ^3(x,p), ^,(x,-p) ^ ?^-(l ± i) . 0i(x,p), 

(1) \ V9 

(^.,(x,-p) -= \ (1 ±i).^Jx,p), ^3(X— p) -^(X,p), 

et, si Ton désigne par ^,^', îp^^* les valeurs des modules et des intégrales 
complètes correspondantes au nome complémentaire: — p, on aura: 

(2) I) - p V- ± y', ^ - k(K=F îK'), ^' - kK'. 

Si Ton désigne par q la valeur du nome qui correspond au module 
b et au nome complémentaire: — p, on aura: 

— ?^' — JL^' __7iK'(k±\k;) 

(3) q ._ e *"-- e 1^=^^^' ... ^ "'K-+K-~ 

On choisira ici partout le signe supérieur, si k est une quantité réelle 

» plus grande que lunité, ou si k = a -|- îb, k' -= a' -|- ib', et a'b — ab' une 

quantité positive, mais le signe inférieur, si k est une quantité réelle plus 

petite que Tunité, ou si k'^ est une quantité réelle mais négative, ou si 

k - a -f- ib, k' = a'-j- ib' et a'b — ab' une quantité négative. 

En vertu des formulcvM (8) du 63 où l'on pose x au lieu de ix, on 
a maintenant: 



^(x,q) ^^- 




Kx« 
' * ^2(^7 î P^ 


^i(x,q)=--- 


■' K'" 




^2(x,q) --- 




Kx^ 


^3(x,q) - 




Kx^ 

-^31 |^/> P)- 


Donc on aura: 
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Ç\ ' a. 9. 

-s?»±o.K*..y|'.;i-<.-Kr->.«».|:..,„.. 

(5) e/x,q)=--iy'|-.;-î'.e.(|f, -p) = 

« 

De là on trouve de plus: 

s.nar„(u,5) =^ y-y-^- y-y " k-qziK'-lcu--=l/'^--¥«— ' 

^ ,7Cu ,K=f:iK' 7UU . 

C08 aru (u,l,) ..= ^^ . - _-— = -iTâicrii) ' ..K^JK' Xu"- " 

flr'^" rt^ l/2.{l±i) K^iK' TCu jAk ,TCu 
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Donc on a: 

(8) sin am (u,b) = sin am (u, , ) - k . sin am( , , k), 

(9) cos ara (u,&) = cos am (u, , ) = ^ am (-, k), 

(10) J am (u,l)) =- J am (u,v ) = cosam (— , k), 

1 1 

(11) sin am (u,k) ^^ - - . sin am (ku, — ), 

(12) cosam(u,k) ^=-- z/am(ku, — ), 

k 

(13) z/ am (u,k) ^=« cos am (ku, —), 

^&* On peut facilement déduire les formules (11), (12) et (13) du para- 
graphe précédent ainsi que les formules (6), (7) et (8) du 83 immédiate- 
ment de la définition des fonctions elliptiques. 
En effet, si dans Tintégrale définie : 

/x ix 



où: X =-- sin am (u,.k), J/^l — x* — cosam (u,k), |/^1 — k^x*^ ^ ^am (u,k), on 
pose kx --= ^, on trouvera : 






k^ 

De cette équation on tire: 

1 l if fc2 1 

^ ^= 8inam(ku, — ), y 1 — ^* =» cosam (ku,^^),!/ 1-.^- = -^ am (ku,— ). 

Donc, puisque: ^ — kx, j/T— l^^l/^ÏZTk^, V i^ .^^-=. |/r^, 

' k^ 

on aura: 

(1) sinam(ku, -r) -= k .sinam(u,k), 

k 

(2) co8am(ku, t") '=^ ^am(u,k), 

(3) J am (ku, ^r) ^=' cos am(u, k), 

k 

formules, qui coincident avec les formules du paragraphe précédent. 

Si Ton pose ici iu au lieu de u, et qu^on ait égard aux formules 

(1) du 19: 

. sin am (u,k') i 

sm am (iu,k) ^= i . , . , cosam (iu,k) 



cos am (u,k ) cos am (u,k ; 



199 

. ,. ^ain(u,k') 

// am (iu,k) -, 

cos am (u,k ) 

ik' 
et qu'on remarque que ± -— est le module compéraentaire correspondant au 

1 

module v~i on trouvera: 
k 

ik' 
sin am(ku, ± — ) 

sin am (iku, y) = î • ^. , 

cosam(ku,± -r-) 

k 

1 



cosam(iku, — ) = 



k ^ ik' ' 

cos am (ku, db -— ) 

k 

ik' 
-^ am (ku, ^. Y^ 

^ am (iku, y) = ^^ . 

cosam (ku, ±-— ) 

Or en vertu des formules précédentes (1), (2) et (3) ces équations 

deviennent: 

ik' 

sinam(ku,±— ) . 

. k . 8mam(u,k) 

1 . ^77 = k . smam (iu,k) =^- ik . 7—r7i i 

/, -I- ^^ ^ cos am (u,k ) 

cosam (ku,±~) ' 

1 ^ .. ,. ^am(u,k') 

: iïT-= ^am(iu,k) = — — -, 

,, _i ik . cos am (u,k ) 

cosam(ku,±— ) 

ik' 
^ am (ku, ± -— ) 

k 1 
:— =- cos am (iu,k) -= y—- , 

cosam (ku,± — ) ^ ' 

k 

desquelles on tire: 

sm am (ku, ± ~) = k . -—, ;— ^% 

k z/ am (u,k') ' 

/i _i_ît\ cosam(u,k') 
cosam (ku, =t= — j = — :, 2_i_z 

^ ' k^ z/am(u,k')' 

ik' ^ 

^ am (ku, =fc — ) = 



et si Ion pose v au lieu de u: 



k' ^am(u,k')' 

fl.li liPii Aot 1 



.^, sin am (y, k') 

(4) sin am (u, db -— ) ^ k . , 

J am (— , k') 

ML 

.,, cosam(Yîk') 

(5) cos am (u, ± — ) ^^ 1 

^ am (i k') 
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(6) J am (u, ± \^')=: ^ 



J am ("-, kO 

8i Ton change ici k en k', on aura enfin les formales (3), (4) et (5) 
du 83: 

sin am(-„ k) 

(7) sin am (u, ifc: % = k'. , 

^am(-,k) 

„ cosam(-, k) 

(8) cos am (u, db — ) = 



^ am (-, k) 



(9) ^am(u,±^) 



J am (-^ k) 

Dans les formules (.4), (5) et (6) le signe de i est déterminé par les 
régies du 84, dans les formules (7), (8) et (9) par les règles du 83* 

Chapitre dixième. 

Développement des modules et des intégrales complètes en séries infinies» 

St)« Si Ton pose u = o dans les formules du septième et du huitième 
chapitre, on en déduira un grand nombre de formules, qui donnent le déve- 
loppement des modules k et k^ et des intégrales complètes E et K^ ainsi 
que des différentes fonctions ration elles de ces quantités en séries infinies. 

Quelques-unes des formules précédentes deviennent zéro pour la valeur 
u = o. Alors on les divise par u ou par u*, en remarquant que : 

,. .sinamuv ^ _. u — sînamu. l-f-k^ 
hm (— ^ ) = 1, hm ( ^^^3 ) = — ^ , 

donc pour des valeurs évanouissantes de u: 

l+k* 

sinamu = u — u', cos am u = 1 — i u^, z/ am u ^^ 1 — J k^u^, 

6 

et de plus: 

e» = 1 4- u 4 ^u* H- ^u*, sinu = u — ^u*, cosu ^=1 — ^u'^. 
Des formules du 3tt on trouve alors: 
4kK'2 00 n2n 



(2) ^^'-_i+4(-l)..;^., 

(3) «J^r-l-a^?;; + 32S„ P" 



„3 '- T'l+p2" ^ i"(l+p2»)»' 



201 



(4) 



2K' °° d" 

-— == 1 -I éJS" — ^- 

Des formules du 40 on trouve: 

/ri, y^_!_J_ V q°(l + q'"-') 



(6) 



kK 1 00 n" 

2n Kq*^ ^^ '1— q2n-i' 



2ir3 



k^K 



Des formules du 41 on trouve: 
(8) 2'^^' 



-_^ r ,> q^"-'(H-q^-') 



(9) 



10) 



11) 



12) 



13) 



7t 

k'K' 



= i + 4:s„(- !)».-£ 



(1— q^— 0' 

2ii— 1 



1 + P 



2n-l ' 






i)».ÇA 



,2n— 1 



) 
(i+p*"-«)«' 



00 



2n >/"p" ."l-|-p2"-i' 

kK^l_ « q° 
2jr ~l/qT"l+q2»-l' 

kk'K* ^1 ^ , q°(l— q'°~0 

V^q-T"^ " {l-|-q«"-'J« ' 



n 



,2o— I 



(l-k')K -=.. _ % (_i)» _^i 



Des formules du 42 on trouve: 
14) 



2(l4-k2]K^ 

.2 



œ 



.2n 



n 



l-24^„(-l)".(r-Vy,, 



15) 



16) 



17) 



18) 



19) 



20) 



4(2k2— 1)K'« 



l + 24:î„(-l)^-^i3p|j/, 



00 



4(2— k'')K'^ » p"ii_±p:") 

lli±±!ll!- 1 X 9^ q°(i+q" °) 

2 -1-1- ^4— „ ^, 2n\2 ' 



;r' 



(l_q2ny 



Éilll2k')K*.... 14 24V ._,n„ q°(H-q '^°) 



^i^-^'^)^^.,_^éA-lY. 



.2n 



;r' 



(l-.q2n)2' 



2K 



00 



,2n-l 



i-4-:?n(-i)". 



Des formules du 43 on trouve: 



21) 



22) 



2K' 



n 

k'K; 
2n 



=-1— 43„(-l)". 



00 

> 
1 

1 



.2n-l 



1 



.2n-l ' 



P" 



^ r__nn 



(23) 
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n'^ "' |/p* 7" (1— p«"-')2 ' 

2K °° o" 

(24) - = 1 + 4f. ^. 

(25) ?^_^=l + 4l.(-l).. <!" 



(26) ^|^=H-82„(-l)-. 

Des formules du 44 on trouve: 



4k'K* » n2n 



(27) 



k^^ _ « p2"-l(l4-p2(2n-l)) 

4;r2 ""T" (l-p8C2n-i))a ^ 



(28) É(?!^!^-= 1 _ 241 



«« . ■(l-(— l)«p»)" 



«?=^" = ._,a.(-n.. 



p 



n 



(30) 



«a 1°^ "^ •(l_p.)a' 

2(l+k'')K''» , , „ « pî-(i+p4.) 



4K'** » n" 

(31) ^Ti- = 1 + 8:s„ p 



jr* ' ","(i-(-(_i)»pn)a' 



7r« ' ","" '' "d+p")»' 

(33) ^^=l + 8^.(-l)".^^, 

(34) 4(l-2k')K ''^ _ ^ g- 

^ ^ 7r« ^ ^*r°(l-(-l)"qn)*' 

2(2-k')K'' _ 1 , „. J q*°(H-q*») 



q 

n 



4(l4-k*)K* 00 ni 

(36) —-.1,-^ - 1 - 24-S„(- D- . ^ 



Tr^» , "^ *' • (1— q")*' 



4K* eo qn 

(37) ^^=^ + ®f(l+(-l)»qiô*' 

rq«^ lE*Ç! == f q»-'(l+q2(?-l)) 

^ ^ 47r« 7" (I_q2l2n-1))2 • 

Des formules du 51 on trouve: 

4K^ «> nn" 

(40) ^ = 1 + 85„ °^ 



ff* ' 1 l4-(— l)''q°' 

^ ^ 4^" I X-q2(2— 1> ' 



(42) 2(1+Ç)K- _ ^« (2n-l)p^»-« 

(43) É51! _ 1 4. gj °P° 

(44) É^^==.^.3l.(-I)».^, 

(46) 4(l-2k^)K«^ J nq- 

(47) 2(2zk!)Ki .^ ^ I (2n-l)q^>^'-') 

,48) »':!??_? (2a-l)p^-' 
^ ^ 47i:« 7" l-p2l2»-il' 

-.„, 4(2k*— 1)K'* , « no» 



7C 



Des formules du 52 on trouve: 



H-p" ■ 



(51) 2(2-k'')K^^ « nq^ 



(52) 



4(l-2k'»)K '» , _ „.^ (2n-l)q2°- ' 



(54) 4(2-k^)K-'_ ^ (2n-l)p'^- i 

^ ' TC* ^^ ''T" 1— p2»-» ' 

(55) 4(2k^-l)K' '^ _ « (2n-l)p^- i 

TC* '' ," l+p2»-l ' 

2(l+k')K:'^ 1 - 24f _HP^ 

IC^ 1 -+- ^4-ni^p2„, 

Des formules du 53 on trouve: 



(56) 



1+q' 

/..^v 2k'K » n2n-l 

(58) ff^ = 1 -{- 4-^„(-i)n. ^ 



(59) ^=l_4^,(_l)..^ 



ic I ' ' 1 -q«»-«' 

(60) 1^^ ^ J- V (2a-l)p" 



(61) 



k^'^_l_ « p" 
2jr |/"p-7»i4-p2»-i' 
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(62) ^^=n-4fr+-?. 

Des formules du 54 on trouve: 

(63) ^J- = i-4:^„(-i)".^.i^, 

(64) ?i^ = l + 4:S„(-l)». P 



(65) ^ = i + «f (-!)"• ïq^.' 

(66) — =l + 4^„rr7%^ 



(67) 
(68) 



1Z ' ."l+q2" 

kK 1 « q» 



27C '■|/"q*7°l+q2"->' 
kK^ _ _1_ 5° (2n— l)q '' 
«' "^l/"qT"l— q»°-»' 



00 



(69) ^. nq»-' = JY^—^, 

^ l4-a 

(70) ^„(2n-l)q»-'=^Y3^' 

» 1 

(71) . ^„ q»-> =- 



1-q' 
Des formules du 55 on tire: 

oir'K « a" 



(72) "_-==i + 4:?„(-i)-.,, ,„, 



(73) -^ - y^- 7» l 1) • 1 ^. q2„-, ^ 

feK 1 00 qH 



(75) 



2TC "' Fp"Î' '1— p2"-" 



,,., kk'K-* 1- f ( -l)n (2n-l)p" 

(77) ^f =i + 4f (-1)».-^:^;,, 

Des formules du 65 on trouve en remarquant qu en vertu des formu- 
les (18) du même paragraphe: 

■ »« = Kl? »,« =^ f ?f , «.0 - f f , 

' TU • ^ IZ TU 

« ^ « 2K l/'2kk'K , ;rK 

^'lO - ^O . ^.^O . ^30 -■=' -r . r ;rr'"l^ log P = -- «T. • 

• 7t 7t " J\, 
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(78) K?^?=l+2J.(-l)"q»^ 

(79) y --2K - f- p^ ' ■* ^ 

/ûA^ ^ l/2kk'K » , ('?'!-'■)'' 



V^ 



r2n-K» 



(82) V^-Xr^', 

(83) |^2^^i + 2l„{-i)«pn^, 

(84) V~-l+ 2^n q"', 

7t i 

(85) Vf=H-2f„p< 
Des formules du 70 on trouve; 

(86) ■ ^ :=. V Q g 



(87) 



7U4 ,"1— q2n' 

471:2 - ^n j_q2(2n-r)' 



(88) -Ç=i+8S„,-r^^ 



7C 



. l+(-l)"q"' 



(89) 



k^K^ _ % (2D-l )qg°-^ 
4tc* ' " f" 1 — q2(2n-n ' 



(92) «"«i + sJ....^- 



«• ■ ' "• l+(— !)•,■ ' 



(95) 



l~q2n 
4(l+k2)K2 



TC 



2 



1+24J.-53:L 
^ .°l-4-a"' 



TU^ i"^ ^ l + (-l)"q"' 



â06 



(100) 



2(2-k')K« _ , , 2,5g (2n -l)q»(»-» 

la/J - ^^2 ^ T" ^*7» l_q2(2n-l) ' 

16K* . , .„5& n*q" 
(99) -^=l + 16f«î3(Z^., 

16 1C* T° 1— q<"' 

lfit'*K* «> n'a" 

(101) i«|^ = 1 + 16^. {-l)«.j-l„ 

4(l-2k'')K « » (2n-l)q^'- ' 

(102) -, = 1 - 24^„ i+q2.-|-^ 

(103) ^, ^+''*r"l+q«"' 

Des formules du 71 on trouve en remarquant que: 

„„, , 2kK' a9t \ Sk-K' a», > 2K' 
e*(o,p)=^-, ei(o.p) = -^, 0|(o,p)-= — , 

16k*K'* £ n*p2" 

(104) i^^ = 1 4-16f. (- D'.y-^î.' 



(105) 



(106) --i- - 1 + 8:2„ j^j_j)„p„ , 

007) «-f _,+eï.<-i)-jJj^, 

„„s, ^;?:'=-S.,-„..jîï., 

(109) ^-^= f (2n-l) . -j^^^^ , 

ATT' 2 00 no" 

(uo) ^^ = 1 + 8f. ï:^fïj^„, 

U^2Tr'2 00 D^°""^ 

(111) ^^^ -^f (2n-l). ^:£p5^^, 

(112) -^ = 5y=V", 

(118) • fii:*^^ = l + 24^„^-^3pfbr.— > 

cnA, 4(2k'-t)K'^ _ 1 4. 94V f_i> __EP: 

(114) :^ ^+2^"^ ''•i+(-i)"P"' 

/.i... 4(2 -k')K'^ i-LOd" "P" 

(115) ^^ -= 1 + 24-. q:^, 
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(116) ^s -l + 24--„j_j_p,„, 



16K'* . . _S nV 



(„„ «yp-.,+,4.,_„..j;£. 



(119) 



16TC* i"l— p4"' 



(120) l(2k«-1)K-^ ^ _ 2^«^ (2n-l)p'"- 



X* • '',» ^_|.p2n 



-1 ' 



Enfin des formules da 78 on trouve: 
(122) ^ = - f (-1)'. q(^) . ^±a_, 

K»Ak' . ?,._,.. r?!LTl)' 1--q^> 



(123) 



(124) 



2n-l' 



(,25) "-- ■^-^;c-,)..qV-2- .,_^^ 

.,««% 2K'l/'k ,,.'?., „. P"'+° 

(127) — ^— = 1 + 4^„ (-1)». :f^„, 

(.28) ?^^' = -f (-1)". p(- ) . \±^,_-^ 

y ■• Des 129 formules du paragraphe précédent les suivantes sont iden- 
tiques, savoir: (59) et (20), (61) et (10), (62) et (4), (63) • et (21), (64) et 
(8), (66) et (24), (67) et (11), (72) et (25), (74) et (6), (75) et (22), (77) 
et (2), (87) et (41), (92) et (88) et (40), (89) et (41), (93) et (91) et (45), 
(95) et (39), (96) et (46), (97) et (47), (98) et (53), (102) et (52), (103) 
et (51), (107) et (105) et (44), (106) et (43), (111) et (109) et (48), (110) 
et (43), (113) et (42), (114) et (49), (115) et (50), (116) et (56), (120) 
et (55), (121) et (6i). 

Des 94 formules qui restent les 44 suivantes se déduisent des 44 

ci-jointes, si Ton change q et p,- donc k et k', K et K', savoir: (1) et (26), (2) 

14 



I 

et (25), (4) et (24), (8) et (58), (9) et fl2), (10) et (11), (14) et (19), 
(15) et (18), (16) et (17), (21) et (20), (22) et (6), (23) et (5), (27) et 
(38), (28) et (34), (29) et (36), (30) et (35), (31) et (37), (32) et (33), 
(42) et (47), (43) et (40), (44) et (45), (48) et (41), (49) et (46), (50) 
et (39), (54) et (53), (55) et (52), (56) et (51), (60) et (68), (65) et (57), 
(76) et (73), (79) et (82), (81) et (80), (83) et (78), (85) et (84), (104) 
et (94), (108) et (90), (112) et (86), (117) et (99), (118) et (101), (119) 
et (100), (126) et (123), (127) et (124), (128) et (122), (129) et (125). 

Des 50 formules qui restent, les suivantes ne sont que la somme ou la 
différence d'autres formules multipliées par certaines coefficients numériques. 
Ainsi, si Ton désigne les formules précédentes par leurs numéros, on a: 
(13)= 1(20)— i(58), (17) =-3(37)-|(33)~i(36), (18) = 1(33)^^(36), 
(19)=-- i(33)+ i(36), (34)-3(33)-3(37)-{- (36), (35) = |(37)-i(36), 
(38) = tV(37) ~ tV(33), (41)--tV(40)-t3b(45), (46)^-3(45) - 3(4q)+(39), 
(47)= 1(40)- i(39), (51) = |(45)+i(39), (52)=|(45) ~ ^(39), 
(53) = f (40) - h (46), (70) = 2(69)- (71). 

Des 36 formules qui restent alors, on tire les formules suivantes qui 
donnent des relations entre des séries infinies, fonctions de q, où q désigne 
une quantité quelconque réelle dont la valeur numérique est plus petite que 
l'unité, ou une quantité imaginaire dont le module est plus petit que l'unité. 
Nous «ajoutons à la fin des formules les numéros des formules du paragraphe 
précédent, desquelles on les tire. Nous transformons la formule (3) en fonc- 
tion de^q en y remplaçant k par k', donc p par q, K' par K: 

(3) ^J-D". ,-fqr„ = f (-')". ,-^iU' (25) = (58), 

(4) J,(_t)«. .^^^- = l.(_1)». ^__, (26) =-- (57), 

00 . «n 00 nn" 

(5) -f (-1)". ^^;;^ = 2„^~, (36) = (39), 



(CJ 



00 ri" oo 



nq^ 



frt-FTw.=-f(-ij"-i+(-î)»^"'^^^^=<^^'' 



(7) f"^-'^"-(H^«=?"^~^^"- 1+V' ^^^^°^^^^' 



00 ^n 00 



ou ri" ou Tin" 
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^9) ?'i3:Ji^-ÏZ:^ = f.(2n-1).,-5,— , C5) = (68), 

(10) f„c-l)^j^|;^.-_^^-.J,(_l)^(2n-n.:^^p^ 

(S) = (78)*. (84)«, 

(12) -S„(- D». qî-'i . ^ /;^qCl^;j8 °{fq■•-°^^+2fq■'}V)°(82)*.(84)^ 

(ï3) f-rf^îir^ï-jfq""-"} ,(n)-(82)^ 



00 r<n 



(14) 14-4^,^_ = ji+2f„q"-[ ,(24) = (84)«, 

(15) 1+4^„(-l)".--^°-^__= j|+2^„(-l)-q"'}'', (25) = (78)», 

(16) 1 -1-8 J„(-l)" --jîÇ— - jt4-2f„(-l)». q«'j*| l+2f„q"'r,(26)=(78)*.(84)», 

(17) l+8l„(-l)».--j^= jl |-2f„(-l)". q"'|*, (33) - (78)*, 



(18) l-24l„(-l)». 



f 



(l-q")a " ( 
(36) = (84)*-f 16 . (82)*, 



00 M f oo 14 

H-2^.q"'[ + 16qjj„q»'-»J , 



q" 



-{l+2f.q"'}*, (37)=(84)*, 



(20) f„(2n-l).j-5^ _ {f q"'-"l'.{ l+2f„q»' j*, (68) -^(82)». (84)*, 

(21) l„nq"-' -= j J„q"-i j*, (69) = (71)«, 

(22) -l„(-l)".(2„-.).^={j„q-f . j,H 2S„(-l)Vr^ 

(73) - (82) «. (78) «, 
(28)-l„(-l)"(2n-l)q-'-»=. { J„q"'-} . {n-2J„q«'}. { l+2l„{ -1)". q"'}, 

(80) - (82) . (84) . (78), 

(24) 16q{l„q»'-"}*»{l+2J„q»'}*-{l+2f.(-l)"q»'},\6(82)*=(84)*-(78)*, 

(25) f Ï_q2.= |f q"'-"} .il+2fq»'J , (86) =^ (82j*. (84)*, 

(26) - l„(.i).?-^^^_;.- {y-']*{ H 2f.(- l)"q"'}; OO) -^ (82)*.(78)*, 

14* 



210 

(27) l+162'.(-l)».^"_1,^=-|H-2^„q"'}.jl+2^,(-l)"q"'| , 

(94) -= (84)*. (78)*, 

(28) 1+16^„^^1^= { l+2J„q-'}'(99) ^ (84)«, 

(29) f. \1 4, =- i f.q"°-"} , (100) = (82)», 

# 

(80) l+16f„(— 1)". -^'-'1"- = { l+2S„(-l)"q'>'[^ (101) = (78)« 
I 1 — q f I 1 

(31) -f„(- D". q"*-"-ïÉ£ - If-q"'""! • j H-2^.q"°},(122)=(82).(84) 

(32) - |.(-l)».q"'-'. J^^-{^.q""-"U l+2f.(-l)VJ,(125)-(82).(78), 

(33) - 5(-l)«. q"-" . ''^^ ^-= l+4-^„(- D". ^^^,- = 

- jl+2S„q"'}.{l+2^n(-l)"q"'j, (123) -= (124) - (84) . (78). 

^O. Des formules du 86 on peut tîrer les valeurs des modules k et k' et 
de Tintégrale complète K en fonctions de q, exprimés par différentes séries 
infinies. De toutes ces séries les plus simples, à Taide desquelles nous avons 
exprimé toutes les autres, sont les séries (78), (82) et (84): 

(1) y^*^- - 1+ 2l„(~l)»q«' = 1- 2q + 2q4— 2q«+2qi« , 



Tt 



(2) 



l / kTC 00 V 2 -^ 4^ 4^ 4^ 4- 



2ff 1 



= l^q . f q"'-" = F q { 1 +qM-q'' +q' ''H- • • . { , 



f2K_ 



(3) y "*^= l-f2J„q»°- H-2q4-2q*+2q»+2q'M- • .•• 



De ces formules on tire: 

00 . 2 



(4) K--= ^{l + 2^.q"'} =|{n-2q4-2q*4-2qM-2q»«-f ... } , 

O) k-4<^^ JKq + Kq^+Kq^'>4-... 

\+2V I l+2q+2q*-f2qM-... 



00 



- 41/ q{--^^ } 4|/q|______^__._. , 



00 

3 



l+2.5„ q» 
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(6) 



é .„ 



l+2^»(-l)"q"7 , i_2q+2q4_2q»+ . . .) s 



00 

.9 



1+2-„ q" 



(l-2q+2q*— 2q»+...) 
)l+2q+2q*+2q«+...) 



L'intégrale complète K' se tire de l'équation : q ^== e ^ , donc : 



— « K 



(7) K'-= ^.log(-) ===ilogC-)îl+2f„ q4 



. _ )il+2:^„q"'f 

- è log(--) j l+2q+2q4+2q9+ . . . j ^ 

^^* Les formules du 48 ou, ce qui revient au même, les formules (18) 
du 65, donnent le développement des modules et des intégrales complètes en 
produits d^un nombre infini de facteurs: 

(1) k.= 4|/-q.n.|^^t£_|*, 

(3) K = ^ .ff. (1 + qî»-» )*. (1 - q2")•^ 
auxquelles formules on peut ajouter la suivante: 

(4) K' --= ^ . log(~) = ilogC-).iï„ (H q^-M^ (l-q2-)«. 

;r q q , 

Des formules du 65 on tire de plus en substituant les valeurs: 



^1 0= Oo . 0^0 . ^30= — . ]/ 



00 



et en remarquant que: ^l'o ^^ 21/ q . //n (1 — q^")' : 

» 4k*k'^K** l 

(5) JZ;.(l-q^-)'' - l^ -, 

(6) JI„(t-q2»-')'«= ^-.Kq, 

1 K. 

<» « k* 1 

(7) il (1 4- a2")i2= — — — 

(8) ^„(i + q^"-^)^^ = ^|,.T/'q. 

De là on trouve la formule suivante: 
(9) iT,(l+q2'Xl+q2»-')(l-q*°-0=--= JT» (+q")(l-q2"-') "- 1- 

1 I 

""• Pour trouver la valeur du nome q en fonction du module k, il faut 
intervertir la série (5) du 88. A cet eflfet on développe en série la frac- 
tion du membre droit. On trouve alors: 
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ri "^^•l+2q+2qH2q^+2q^«+..^ 
lV'q|l--2q + 5q2_10qHi8q*-32qH5V— •••}• 



De là on trouve: 



(1) Y^^ |/k . J14-2.Q) 4- 15Q) +I50(|) +1707(J-) +209I2(|) J. 

Si Ton change ici k en k', donc q en p, on trouvera: 

4 1 Av ( k' ® k' * k' * k' * k' '^ 1 

(2) V P= K ï î '+2<4) +^^'^ +«50(|) +1707(|) +20912(|)+ . . .|. 

Dans le paragraphe 15 du, chapitre second nous avons déjà trouvé: 
,3, K=|j,+(|)W(LDV+(L-|^)'.,.+..i. 

En employant ici les transformations du 78, on peut en déduire d'autres 

1 — k' l +k' 

séries. En effet, si Ton pose k2 = rro ^'^ lieu de k, et K«^ ^^ K . — ~ 

au lieu de K, on tire de la formule précédente: 

'« -î-T-.i'+a-)'.(}=i;)VC:-D:.(i=^)*+...|.. 

Si Ion pose 84=^ K , \/\ i) au lieu de k, donc: K4 ^= K . -^ 

au lieu de E, on trouve: 
27r 

ÏÏ+Kk' 

«/!• Cherchons maintenant les développements des logarithmes des modu- 
les et des intégrales complètes. Or, si dans Jes formules du 50 on pose 

T /sinamuX . 

u = o, et qu^on remarque que : ii™ l — ) = 1 , on trouve : 

u=oV u / 

^ny(( • n 1 + q» 

log l — rr) - ^^^~'~rTr? — 



,, K..^.4'.,^.j,+(l)Xf;|ï:)+G-;-3".(l^s;..| 



(t) 



(2) 



(3) 



(4) 



l/k'j ^ ^.°2i;^i' l-q2l2«-i)'' 

(6) io,p|:p-)=-2f„(-,,.;.-f^„ 



p2(2n-l) 
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De même, sî dans les formules ( 1 ), (2), (3) et (4) du 70 on pose x — o 
et qu'ion remarque que: 

7t 7t 7t 

et linjï V— ) = ^'o = ^0. ^«0.^30 = — . y , on trouve: 

X=ro\8inX/ 7t 7t 

(9) w i^^ W - 2 f (- n- ?ilz=i)" -1^ 



(10) 



, /2K\ „$, .. 1 2+(-l)"q" 

log(-j = -2^.(-1)..-q-.Jl— i^. 



De ces formules on tire: 



» I q^n-i 



(12) log k - log 4 + èlogq + 4l„ (— t)"-^. j^"- , 



(13) 



(14) 



logK = log(2-) + 4^.---.-L_ 



00 1 r%n 



logk'=-log4 + èlogp+4^„(-1)".— .y^ 



-*.n' 



00 1 p^"""^ 



(15) logk=--85^-.— «^„:^, 

(16) logK' = log(|) + 4l.2^^-.^|p;,„ 

(17) log K =-- log ~ - 4:s„(-i)- . -. :r^-2„- 2:^„ - . -9-^„. 

2 i n l--q*° i n 1— q^" 

De ces formules (14) et (12), (15) et (11), (16) et (13) coïncident, 

si l'on 7 change p en q, donc k en k^ K' en K. Les formules pour log k 

et log k' qu'on peut tirer des formules (7), (8) et (9), jointes à la formule 

(10), deviennent identiques avec les formules (12) et (11). En comparant 
les formules (17) et (13) on en tire: 

7° 2n~ri+q2«-i^r°2n' l-q^» T"^ ^^ * n * 1-q'^»' 



ou: 



00 1 n" « In" 

1 n l-( — l)°q'" 1 n 1— q^" 

Pour trouver logq développé en série suivant les puissances de k, 
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on cherche le logarithme de l'équation (1) du paragraphe précédent. De là 
on trouve: ' 

log q = 2 log(A)-|-41og{ l+2(^)+l5(|)+150(|)+ 1707(-^-H- [ 

et de là en développant le dernier terme par la formule: 

log(l+x)=x — ^x« + ix'«-|x* + .... 

(19) logq==21og(^)+ ék*+iik*+AVk''+Tr^WVkM-.... 
De 1â on trouve: 

K' = -^logq = ^og(i^)-^{lkHiîk*+TV2k«+îVT%k''+....} 
et en substituant la valeur de K de la formule (3) du paragraphe précédent : 

OIT 

^ = 1 + (è)«k«+ (ii)*kM-(|r^^)«k«+ (|:»-;|:i)*k»+ . .. . 

on trouvera: 

(20) K'== (l+ik«+^k* + ^«çk'+Tl^jk» + ...). log(4)- 

- 1 kMl + le k*+ ilî k*+ if m k« + . . .) 

Si Ton pose ici k' au lieu de k, donc K au lieu de K", on trouvera: 

(21) K = (l+ik'*+^k'*4-Tfe»<rk'«4-T'(fy^k'M-...).log(,J) - 

- ii'« il + U k'H ^ k'*+ ilHf k'«+ . . .). 

92. Si dans les formules (9), (10), (11) et (12) du 70 on substitue les 
valeurs des ^fonctions, et qu'on remarque qu'on a en général: 

f'(x) 



'1 _ n^A 

) \f(x)/ 



l"f(x) = ^ 
f(x 

on trouvera pour x == o : 

-S.(-l)'n«q-' ^ 

l+2^.(- l)-q-- *> 

— 5„(-1)".(2n-l)».q"'-» ■ 2„ 

^.(-l)».(2n— l)q«'-" 1 



I 

00 



,a_ 



(3) 1 = 1 _ 8^'.(-l)». -^ „, 

I 

00 



00 . — ' 1— q2n* 



(4) i_.__ ___:^j^i)n nq 



I 
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De la formule (3) on tire fsncore: 



oo 



5„(n*— n)q»'-» 

OO 



(5) ^-^ — = - 2S.(- D". -^^"^^ 



00 . , " - ' 1 — «2n* 



I 

VIo. Des formules du septième et huitième chapitre on peut encore par 
d'autres substitutions déduire une foule de formule analogues aux formules 
du 87 et 92. Nous en donneront ici seulement une formules très intéres- 
sante due à Mr. Jacobi. Si dans la formule (3) du 62: 

^i(x) = 2V^q . sinx.it (l-2q2«. cos2x +q*") (l-q^») = 



=- — 2 -^b(— l)°q^ 2 ). sin(2n— l)x, 
on pose x='--, on trouvera: 2 . sin x = 1/^3, 2cos2x= — 1, donc: 

o 

(1- 2q2«. cos 2x +q4°)(l-q2")=(l+q2"+q4n)(l-q2n)==i-q6n^ 

et: siii(2n— l)x^=* -— , *=o, ou = r-, suivant quen=8r — 2, n«3r — 1, 

OU n = dr, où r est un nombre entier quelconque. Donc on aura: 

^.(- l)"q^~2~-' . 8in(2n-l) x = ^'^A-^Y^'^ ■' - Ç • ^A-D'oT^^ • 
Mais si Ton pose r = n -j- 1 on trouve : 

1 

et si l'on pose r = — n on trouve : 

00 /6r — Ix* —00 /fin+K* 

^r(-iyq^~2-^= -^„(-l)V-2 ^ 
« -» 

donc on a: 

00 ^2n-l .« |/"3 + 00 /6n+l ^« 

-^„t-l)«q^-2--^ . sin (2n — 1) x = - V-« (-D^q^'^--' . 

1 £ —00 

£n substituant ces valeurs dans la formule précédente de ^^x on trouve: 
j^3.|/q. S"„(l-q«»)=]/ 3 ."!^(- l)"q^^)*-= 1/3 . iVq % (- l)nq9»V3». 

I . _00 00 

Si Ton divise ici par yZ . ]/ q et qu'on pose q au lieu de q', on 
trouvera : 

(1) ^„(1 - q2°) —^-fj-D-q^-'x» 



ou, puisque la dernière somme ne sera pas changée si l'on change le signe de n : ' 
(2) ^„(1 — q2«) ^% (~1)«. q3»'-". 

I —00 

Mais on a en vertu de la formule (5) du 89: 

ff.(l-q^«)»=-.y?i?5.J- 

et en vertu de la formule (80) du 86: 
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-. y ^— = - -.( - D". (2n - Dq*^ 2 -> _ _ 1/ q2„(_ 1).. (2„_l)q»--«. 
Donc on aura: 
(3) \% (-ir.q^'^'i"}'- --§n(-l)«.(2n-l)q"'--. 



.00 



94. Des formules (40) et (84) du 86 on tire: 



00 fin» . 00 * 

De cette formule on peut déduire le théorème célèbre de Fermât qu'un 
nombre entier quelconque peut être mis sous la forme d'une somme de quatre 
carrés, A cet effet il ne s agit évidemment que de démontrer qu'en déve- 
loppant les fractions du membre gauche de Péquation précédent on obtient 
une série, qui contient toutes les puissances entières de q^ car en dévelop. 
pant la quatrième puissance dans le membre droit on trouvera seulement 
des puissances de q, dont l'exposant est la somme de quatre carrés. 

Or on a, si n est un nombre impair: 

l-j-(^\)nqa ^ Ï3^ =" nq"+ nq^^+nq^^+nq^n+nq^S- • • • 
et si n est nombre pair: 



nq° 



:Ba!_«-„.n .2n 



l+(~l)-q» 1+q 
Donc on aura: 



nq" — nq^"-f-nq^" — nq*"+nq^° — . . . 



00 



— 2q«* 
+ 3q« 
4-4q'« 



• ••••• 



— fin" 



6q' 



7° 14-(-l). i'' q+q•+qHqHq»^-qHq^+qHq•+q'<'^ q"+q«4-. 

+2q« -2q* -f-2q« -2q» +2q»'» 
+8q» +3q« +3q» 

+4q* — 4q« 

+5q» + 5q»<» 

+ 6q« 

+V 

+8q» 
+9q» 

+10q'*» 

+ llq" 

+12q'« 

-q+(l+2)q«+(l+3)q'+(l— 2+2«)q*+(l+5)q*+(l+2)(l+3)q«+(l+7)qT4. 

+(l-2-22+2')q*+(f+3+9)q'+(l+2)(l+5)qW+(l+ll)q"+(l-2+2«)(l+3)q»«+.. 



/■ 
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Or il est facile ici de saisir la forme des coefficients. En effet, soit: 

r-i+c-D-q" T" "^ * 

Si m est un nombre impair, dont les facteurs premiers sont: 
m == m' . m", m'". . . , on aura évidemment : 
A„ — l + m'+m"4-Tn'"+ . . . +m'ra'M-înWH-în"m'"+ . . +niWW"+. . 
puisque toute valeur de n qui est un diviseur de m, y compris 1 et m, 
donc n = 1, = m', = m", . . . = m' m", .... contribuera au terme q" avec 
le coefficient: -f- n. 

Si m est de la forme: m ^^ 2 . m', m", m"', où m', m", m"' . . . sont 
dei? nombres premiers impairs, on aura de même: 
A„»14.2+m'+m"+m'"+2m'+2m"+2m'"+m'm"+m'ni"'+m'V"+ . . . + 

+ 2m'm"+2mW"+2m"m'"+mW'4- . . . +2 mVW" H- . . . 
=(l4-2)(l+m'+m"+m'"-f- • .-f-m'm'M-inV"+m"m'"+. . +m'm'V"+ . .). 

Si m est de la forme: m =• 2*. m', m", m"'. . . , où m', m", m'", . . . 
sont des nombres premiers impairs, on aura de même: 
A„=l-2+m'+m"+m'"+. . .+2^- 2m'-2m"-2m'". . .+m'm"+m'm'"+m"m'"+ . . 
+2«.m'+2^m"+2*m'"+...-2.mW-2mW"-2m"m'"-...+mW"+ . . . 

-(l-2+2*)(l4-m'+m''+m'"4-. • .+mV'+mW''+m''m'''+..+mWW''+..). 

Si m est de la forme: m =» 2^* . m' . m", m'" . . ., où m', m*', m'", . . . 
sont des nombres premiers impairs, on aura de même: 
^„-(1.2-2«+2»)(l+m'+m"+m'"+..+m'm"+m'm'"+m"m'"+..+m'm"m'"+,.) 

En général, si m ^» 2^ . m', m", m"'. . ., où r est un nombre entier quel- 
conque, et m', m", m'",.** ^^ nombres premiers impairs, on aura: 
A„- (l-2-2«-2». . . - 2'-> +20.(l+m'+m"+m'" +. . .+m'm"+mV"+. . .) 
puisque : - = 2'-». m', m", m'". . ., -— , - 2'-. m".m'" . . ., ~- 2'-»m'.m'". . , 

-, — w = 2'~'. m'", . . . sont des nombres pairs, tant que s < r, mais des 



2». m. m 

nombres impairs quand s = r. 

Maintenant on a: 

1 + 2 + 2* + 2^ + . . . 4- 2'-* — 2'^-- 1, 

donc: i — 2 - 2* — 2» ... — 2'-^ + 2' «- 2 — (2' — 1) + 2' == 3. 

Donc on aura toujours, si m est un nombre pair, dont les facteurs 
premiers impairs sont m', m", m'", .... 
A„« 3(l+m'+m"+m'"+ • . • +m'm"+m'm'"-fm"m'"-|- . . . 4m'm"m'"+..). 

Si Ton désigne par Sm la somme de tons les facteurs impairs d*un 
nombre quelconque m, y compris l'unité et le nombre m, s'il est impair, on 
aura donc pour des valeurs impaires de m: Am = Smi et pour des valeurs 
paires de m: Am^^SSm. Donc on a: 
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CD nn" 00 00 



{l + 2qH2q'» + 2qH-2q^« + ...}*=' 1 + 8S„S2„-i. q2"-' + 24f„S2n • q^°. 
Donc tout nombre entier, 2n — 1 ou 2n, peut être mis sous la forme d'une 
somme de quatre carrés. 

Chapitre oimème. 

Calcul numérique des fonctions élUpUques, 

y&- L*illustrfe Legendre a dans son Traité des fonctions elUptiques entrepris 
le travail immense de calculer la valeur de l'intégrale elliptique. Puisque 
cette intégrale est une fonction de deux variables, l'amplitude et le module, 
ces tables sont à double entrée. 

Au lieu du module k, Legendre a introduit Tangle dont le module est 
le sinus. Cet angle est nommé Vangle du module. Les tables de Legendre don- 
nent les valeurs de l'intégrale elliptique avec 10 décimales pour tous les 
degrés de l'angle du module et de l'amplitude. Pour des valeurs imaginaires 
du module ou de l'amplitude des tables à double entrée ne suffisent plus, 
et il est donc impossible d'en former des tables. De plus ce n'est pas tant 
des intégrales elliptiques u, que des fonctions elliptiques, sinamu, cosamu, 
^amu, et des ^fonctions, dont on a le plus souvent besoin de connaître 
les valeurs. 

U existe des tables à simple entrée pour les valeurs du nome, corre- 
spondantes aux différentes valeurs de l'angle du module. Mr. Verhidst a 
dans son Traité élémentaire des fonctions eU^tiques (Bruxelles 1841) le pre- 
mier calculé une table à cet usage. Cette table contient les logarithmes 
vulgaires de la fonction log vulg.( — ), calculés pour tous les angles du mo- 
dule de dixième en dixième de degré, depuis o^ jusqu'à 45^, avec 14 dé- 
cimales pour les 15 premiers degrés et 12 décimales pour tous les autres. 
Jacobi a dans le tome 26 du Journal de Crelle (Berlin 1843) donné une 
table analogue des logarithmes vulgaires de q, calculés pour tous les angles 
du module, de dixième en dixième de degré, depuis 0^ jusqu'à 90^, avec 
5 décimales. Enân Dr. Meissel a dans son „Sammlung mathematischer Ta- 
feln^^ (Iserlohn 1860) donné une table dialogue mais plus étendue. 

Les séries qui sont développées dans les chapitres précédents, sont le 
plus souvent dune convergence tellement grande qu'il n'*est pas nécessaire 
dç calculer en avance des tables, qui du reste ne suffisent pas pour des 



\ 
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valeurs imaginaires. Dans le cas d'aune convergence moins rapide on peut 
facilement, à l'aide des formules du chapitre ^neuvième, les transformer en 
d'^autres séries qui convergeront plus rapidement. 

Dans les paragraphes suivants nous donnerons en détail le calcul des 
fonctions et des intégrales elliptiques ainsi que des fonctions de Jacobi pour 
des valeurs réelles et imaginaires du module et de l'amplitude. Nous ferons 
dans ce calcul usage des tables des logarithmes vulgaires avec 7 décima- 
les. Pour distinguer les logarithmes vulgaires des logarithmes népériens, 
nous désignerons les premiers par Log, tandis que nous continuerons de dé- 
signer les derniers par log. On a donc : Log N -^^ log N. Log e, ou : 

logN = — ^-. 
Log e 

yb- Nous commencerons par le calcul des nomes q et p et par celui des in- 
tégrales complètes K et E^ quand on connaît le module k, et que celui-ci 
soit réel et plus petit que Tunité, donc que Tangle du module, a, soit réel. 
Si le module k est très petit, on déduira la valeur du nome q à laide 
de la formule (1) du 90: 

(1) ■^q^Y\-U + 2(|)V 15 (\) + ...\, 
de la quelle on tire: 

(2) q = {\){ 1+ ék''+ U^*+ . . } == tV kM- iV k*+ T^k kM- . . . 
et de là, en remarquant que : Log (1 -f- x) = Log e . (x — ^x* -|- . . .) : 

(3) Log(i) = 2 Log â) - ^ k2 Log e (1 + ^ k«+ . . .). 

q K 

De là, on trouvera p à l'aide de la formule: 

11 11 

log(-) . log(-) ^ r*, donc: Log(-) . Log(-) = (TCLoge)S 
q p q P 

(4) Log(i) = ^1^'^ (^-ï?^?ir 1 1+ i k* . -^?^+ . . 

^V Log({) 2Log(:) \ ^^ LogC^)^ 

On trouvera l'intégrale complète K à Taide de la formule (4) du 88, 
on (1) du 15: 

G^) K ^ ^ { 1 + 2q + 2q*+ . . . }'« ^{ 1 + i^M" ^\k\+ . • } 
et de là Tîntégrale complète K' par la formule (7) du 88: 

Si l'angle du module est plus petit que 0^1' 30'', ou le module plus 
petit que 0,ooo4) on n'a pas besoin de plus d'un terme. On aura alors: 



^^^ ^ q = (,-), Log(^.) -^ 2Log(^-), Log(^) --= -^^ , ^ 

Si Tangle du module est plus grand que 0^M'30'\ mais plus petit 
que 1^30', ou si le module est plus grand que 0,()0O4, mais plus petit que 
0,026) on emploiera pour le calcul du nome q deux termes des formules 
précédentes, et on aura donc: 

q =ïJ^l + *'^')-=i^+|^- Log(i-) = 2 Log(|) - U'Loge, 



(8) 



M^'p' Log(i) 2Log(|)V ' Logd)/' 



{-. 



|K =|(H-2q)« =f (l+4q) = | (1 + ^k*) 
f Log(-) ILogCl) ) 

Si Tangle du module surpasse 1^30', étant plus petit que 45^, ou 
si le module surpasse 0,025, étant plus petit que 777 = 0,70 r loe ts^ on 
emploiera les transformations du chapitre neuvième. Si Tangle du module 
est plus petit que 18^, on emploiera les formules (2) du 78: 

Si Ton pose en général kn -^^ sin a„ , on aura alors : 

I . 1 ~ cos a „ , _ __ 1 + cos a __ « , 

ko^ sma« ^ — -; =^ tang* i a, K.» ^ K. ^ = K . cos* ia. 

'^ l+cosa & ^ î z 2 

De là on trouve: q* =^TVk?(l+ èki)^ donc: 
q = ika(l+iki)-Jtaiig^^a(l+itang*ia), 
Log q ^= 2 Logtang^ a — Logé + i Loge . tang* \ a, 



(9) 



IK = 



cos' 5 a cos' ^ a cos* i a 

Log K — LogC— ) — 2 Log cos ^ a + ^ Log e . tang"* i a. 

Si r^ngle du module est plus grand que 18^, il faudra employer cette 
transformation deux ou trois fois de suite: 

ks = sin ttj î= tang* ^^^^é '^ sin ol^ = tang* ^ ^29^8 "^ sin ttg =^ tang^ ^ a4, 
Ka = K . cos^ ia, K4 = K^ . cos^ ^a^, Kg == K4 . cos* i a^^ 

De là on trouvera: 
q*-=-'iVk4(H ik2) = TVtang*èa2(l+itang4ia5), donc: 



^ sîn a^ -- tang« i a, q = i tang è a^ (1 + ^^ tang* ^ a^), 
V Log q - Log tang J a^ — Log 2 --|- J- Log e . tang* ^ a^, 

(10) < K4 J-(1+Jk|) î-^l+itongM*.) 

cos* I a . cos* i a^ cos^ ^ a . cos* i aa cos^ ^ a . cos* ^ aj' 

LogK = Log(5) — 2(Log C08 i a + Log cos^aj) + èLoge . tang* i a,^ 
ou bien: q® =tV^I =iVtang*ia4, donc: 

sina^ = tang^ ^a, sin a4 «== tang* ^a^, q = \/^^ tang i a4, 
Logq = i Logtangia4 — |^ Log 2. 

(11) < K =- Kg _ ? 



cos* 4 a . C08* i ttg . cos^ i a4 cos* ^a . co8^a« . cos* ^ a4 
Log K = Log ^ — 2 (Log C08 i a -|- Log cos i a^ + Log cos ^ a4). 
Dans le dernier cas, si Tangle du module est plus grand que 18^, 
on peut aussi avec avantage employer les formules (6) du 78: 

Si Ton pose alors: j/^k' = 'j/^cosa ^= cos^ on aura: 
k4— «na4=(^^-p^^|j ==tang*iP, K4=K.^— ^y-^j «K-cos^p. 

De là on trouve: 

q*=TVkî(l + èk|)="TVtang»èPa + ^tang»èP), donc: 
cos P -- y cos a, q =- i tang* 4 P (M- itang» i P), 
Logq ^ 2 Log tang iP — Log 2 + | Log e . tang* ^p. 

^^2) <g^ K4 _^ i(l+ikS) _ g(l + itang*^P) 

cos* iP cos* i P cos* ^ P ' 

Log K = Log— — 4 Log cos i P + J Log e . tang* J p. 

Après avoir trouvé LogK et Logq, on trouvera: 

(13) Log(l)=^•^?f^^K'=.|.'l^?ii^. 

P Log(-) ^ Loge 

Si enfin Tangle du module est plus grand que 45^, ou le module plus 
grand que 77^ = 0,jot 106 ts» on substituera Tangle du module complémen- 
taire k', qui sera alors plus petit que 45^, et on en calculera p et K^ et 
de là q et K. 

Exemple 1. Soit a = 1', k = sin 1' ^ 0,ooo «90 ss». On a alors: 

16 



k^ 
q = j«i Log k == 0, 463 7261 — 4 



Log k* = 0, 9«T 4622 -- 8 

Log 16 = 1^2041200 

Log q ^= 0, 72» «322 9 

q = 0, 000OOO006 288 496 



m 



Log ( ) = ï ; Loge — ; — 0,276 6678 

p LogQ) q 



1 

Log Logf — ) =* 0,917 8655 
2 Log (TC Loge) = 0,269 8684 



Log Log ( ) == 0,362 0129 — 1 

p 

l'Ogt ) == 0^24 9121 

P 



Log p = 0,775 0879 !• 

p = 0,595 7827» 

K ^ ï (1 -f 4q); 1 + 4q --^ l,ooo ooo 021 

^ — ^^570 796 327 
K ^= 1,670 796 369 



Log(-) 1 

K'-= — ; Log Log(— ) = 0,91 T 8666 

2Loge q 

Log (2 Loge) ■= 0,938 814» — 1 
Log K' == 0.979 0412 
K = 9,628 866» 

Exemple 2. Soit a = 89^ 59', k = sîn S9^ 59' -- 0,999 999 96- 

On a alors: 

k' = cos a = sîn 1 = 0,ooo 290 888^ 

k'2 

p ^== Yà 0,000 000 006 288 496, 

1 (7rLoge)2_ 

Logt — ; = " rrr ^,224 9121, 

q Log(-) 

q == 0,696 7827, 

K' --= ^(1 + 4p) = 1,670 796 369, 
Log(y) 
^ ^^ 2Lc;^e ^ ^'"*" «''• 
Exemple 3. Soît k=^0,ooo4. On a alors: 
q = ("7" )^ ^^ 0,000 000 01, 

, /l. (?rLoge)^ 1 (^\ A 

Log( — ) ^-= -T— , Log(-r-) = 4,000000 

P 2Log(^) ^ k 



4 

Log LogC^) = 0,602 0600 

Log 2 = 0,301 0300 

4 

Log (2 Log (y)) = 0^03 0900 

2 Log (TCLoge) = 0,269 8684 

Log LogC— ) = 0.366 7784 ^ 1 
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I^Og ( ) = 0,232 6904 

P — 

Log p — 0,r6T 3096 — 1 



P "^ 0^6 8 5 2072 
K — ^(1 -\- ^ k^) ; ^ = l^TO 796 327 



1+ lk2 :==! 



îOOO 000 04 



K— 1 



- As'>70 796 39 






n V I, / 4 

K' = ; Log Log(- ) =- 0,602 oeoo 



Log Log e ^^ 0.637 7843 1 



Log K' ^" 0,964 2757 . ' 

K ^^ 9,2 10 3404 

Exemple 4. Soit a = 1^, k ^^ sin 1** =^ 0,oi7 462 406* On a alors 

k^ 
q ^ Y^ ( 1 + ^k^); Log k = 0,24i 8653 — 2 

Logk^ ^0,483 7106 — 4 
Log 16 = 1,204 1200 



Log "- — 0,279 6906 



k2 

= 0,000 019 036 664 



16 

1 + è^* "^ 1,000 162 3 



q — 0,000 019 039 553 



.1. (7CLoge)2 n r; 

I^Og (-) "" Tfr » t^Og q -= 0,279 6667 » 

P ï^og(-) 

' 1 

Log (— ) -=' 4,720 3433 

q 

Log Log (— ) -^ 0,673 9736 
H. 
2 Log (tT Log e) -- 0,269 8684 



Log Log (-) ^^ 0.595 8948 
p 

I^Og(— ) -= 0,394 361 7 
P 



Log p -== 0,606 6383 — ^ 
P ^ ^ 0,403 309 36 

K — =^ ^(1 -|- 4q) ; ^ --= 1,670 796 327 

1 -[- 4q = 1 000 076 16 



K-=l 



^670 915 96 



Log(— ) 1 

K' =-= ç. -7~~ • (l+^q)î I^0gL0g( -) ==> 0,673 9736 

Loge q 

Log Log e "= 0,637 7843 — ^ 

15 
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^Ogi ^~ ) = lî036 1893 

Log( -*) 
Log e 



1 + 4q = 1, 



000 0T6 1 6 



2K — 10^869 820 
K —- 5,434 910 



Exemple 5. Soit a =- 89^, k -= sin 89« =- 0,999 84Tt. On a alors: 
k' -== cos a -= sin 1^ = 0,oit 462 406. 

P ~ 2 g (^ + ^ k ) ^== 0,000 019 039 663, 

. ,1, (7C Log e)2 

I^Og (-) = -— -. 0,394 361 r, 

q Log (j) 

q = 0,403 309 36 
K' = ï (1 + 4p) =^= 1,5X0 916 96 

Loge 
Exemple 6. Soit k = 0,02. On a alors; 

__k2 k^ k.2_^ 

q 16 '^2 ' 1 fi — ^-««OO 026 000 

— 0,000 000 006 



^ — ^ • ~r^«:~ . W + 4p) == 5,434 910 



32 



Log( ^) - 2 Log( ^ ) - 4 k^ Log e; Log({) ^- 2,301 



q 0,000 026 006 

0300 



2 ^OgCy) - 4,602 0600 
Log e -^ 0,434 2946, èk^ Log e =^ 0,000 08 69 

^Ogi~) '■= 4,601 9T31 



. 1 . (tc Loff e)^ ^ , , , 

I^og(-) -= ~ -; 2 Log (;r Loge) -- 0.269 8684 

P Log(-) 

Log Log (- ) = 0,662 9441 • 



Log Log(- ) — 0,606 9243 ". 1- 



^^ë (7^ ^^ 0,404 6064 
Log p ^^ 0,595 49 46 

P "^^ 0^393 9986 

K -=^ 7j (1 4 ik^) ; 2 ^= l!6T0 7963 
1 -j- 4 k ==1 ,000 1 



K=l 



16TO 9634 



^'-^{'L-Sr-^'^il'+^"^'^''''^^(T)::^ 
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Log LogC-j^) = 0,361 »a»3 " 

Log Log e =- 0,637 7843 " 1. 



"- =5 



)298 318 



Log e 

î 1,2 A 

î K — ^?000 lOO 

Loge ^ -^298 218 

1 ~r 4 k = 1,000 11 



K'=-5 



^298 748 



Exemple 7. Soit a -= 15«, k = sin 150 = 0,258 8i9o. On a alors 
Log q = 2 Log tang ^ a — Log 4 + i Log e . tang* ^ a. 
Log tang ^ a^0ai9^29ij:^ 1 
Log tang*^ a = 0,477 ti64 — 4 

Log (i Log e) ° 0,035 7243 — 1 

Log ( J Log e . tang* ^ a) = 0,513 4407 — 5 
i Log e . tang* | a = 0,ooo 0326 
2 Log tang i a «= 0,238 8682 — 2 

Log 4q = 0,238 8908 — 2 
^Og 4 -^ 0,602 0600 

Log q = 0,636 8308 -— 3 

^ '^ Q^004 333 420 

1 (TCLoge)2 ^ 1 



L0g(--) = - . ; Log(-) = 2,363 1692 

P Log(--) q 



q 

Log LogC^) = 0,373 4948 
2 Log (tT Log e) = 0,269 8684 

Log Log (y) - 0,896 3736 1 

Log(--) == 0,787 7231 



Log p = 0,212 2769 - 1 
P = 0^163 0336 



Log K = Log ^ — 2Log cos :^ a + i Log e . tang* A a. 
i Log e . tang* ^ a = 0,ooo 0326 

Log ^ = Qa96 1199 
Log (COS^ ^ a . K) =■ 0,196 162ff 
LogCOsj^g- 0,996 2686-1 >2LogCOS^ a ■= 0,992 6372 — 1 

Log K ~ 0,203 6163 
K= 1,698 142 



15 
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K Loge ^L) 
TC * Loge ' 

Log Log (— ) == 0,373 4948 



K - 27 • — ; Log K =-- 0,203 6163 



Log (K Log (—)) « 0,6rr iioi 
Log {n Log e) = 0a84 9342 



Log K = 0,442 1769 



K' = 2 



^768 0«3 



Exemple 8. Soit a -= 75<>, k = sin 76^ =- 0,9«6 9268. Od a alors: 
k' « 8in(90^- a), Log p = 2Log tang(45<>- ^a) - Log 4 f ^ Loge . tang* (45^- ^a). 

Logp == 0,636 8308 ~~ 3, p ^ 0,qo4 333 420 ', 

.Iv (tt Log e)^ , ' 

LOgC~j ~ -j-~ , Logq =- 0,212 2769 — 1, q -= 0,163 0336 \ 

^ l^og (y) 

Log K' ^- Log 5 — 2 Log cos (45^~ é a) + i Log e . tang* (^b^ — ^ a), 

Log K =^ 0,203 6163î K' ~ 1,698 142 i 
K' Log(y) 
^ ^^ ~ • T ^ > ^^ë ^"^ ^i442 1769, K = 2,768 063- 

Exemple 9. Soit a -- 30*^, k -- sin 30^ -= 0,5. On a alors, si Fon 
emploie les formules (10): 

sin ttg -= tang* ^ a; Log tang l cl - - 0,428 0625 — 1 

Log sin ttg ^ = 0,866 1060 — 2 

«2 ^ 4Q7^1%04; è «2 - 203^W^952. 
Log q *= Log tang ^a^ — Log 2 + | Log e . tang* ^ ol^] 

Log tang J gg = 0,566 6368 J7J 

Log tang* i «2 "= 0^222 6432 — 6 

Log (| Log e) = 0,734 6943 — 2 



Log (I Log e . tang*^ (x^) = 0,957 2370 — 8 



I Log e . tang* ^ Oa - 0,ooo 0001 

Log tang è a^ = 0.556 6368 — 2 



Log (2q) - 0,655 63.69 — 2 

Log 2 »= 0,301 0300 

Log q = 0,264 6069 ~ 2 



q-0 



î017 97239 



I ,lx (TcLoge)^ , ,1. 

L0g(--) -- — — ;T- ; Ï^OgC-^ ) —.1,746 3941 



P Log( ) ^ q 



Log Log (y) -= 0,241 8936 

2 Log (7C Log e) = 0,269 8 684 

Log L0g(y ) ~ 0,027 9749 
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Log p = ^ 0,938 4657 ~~ 2 
P = 0^085 T96 74 

Log K — Log ^ ~ 2 (Log C08 ^ a 4- Log cos 4 ^2) + i I^og ® • tang* J a^ ; 

\ Log e . tang* 5 °^a ^^ 0,ooo 0002 

Log (5) = 0,196 1199 

Log (co8^ ^ a . co8^ J a^ . K) - 0,i96 1201 

Log cos ^ CL -■■-■= 0,984 9438-1 
Log cos 5 tX g-^^ 0,99 9 7196- 1 
Log (cos i a . COS ^a^) =-- 0,984 6634-1; 2 Log (cos ^ a, COS i «2) -^0,969 3268-1 



Log K =^ 0,226 7933 



K-=l 



K Log(-) 

K' -- — . ^- ; £og K -- 0,226 7938 

7t Log e 

Log LogC— ) "^":^0,241 8935 

Log (K . Log ( )) -= 0,4«8 6868 

H 

Log (tu Log e) = 0,1 34^342 

Log K == 0,333 7626 



,686 760 



K' =2 



,156 51 5* 



Si Ton veut employer les formules (12) on trouvera: 
COS p -^^ |/^cos a; Log cos ol = 0,937 53 06 — 1 

Log cos P = 0,968 7663 — 1 

P ^^ 21^28^4,6^ ip == 1 0044^7,^^3 
Log q ^ 2 Log tang ^ P — Log 2 4" i Log e ; tang® ^ p. 

Log tang i P = 0,27 7 8182 — 1 

Log t^ng® i P = 0,222 5466 — 6 

Log (i Log e) "^ 0,73 4 6943 ~ 2 

Log (^ Log e . tang®. J P) - = 0,957 2399 -- 8 
\ Log e . tang*^ î P =^ 0,ooo 0001 

2 Log tang ^ P ^ 0,555 63 64 — 2 

Log (2 q) -= 0,665 6366 — 2 

Log 2 '^= 0,30 1 0300 

Log q ^ 0,254 6066 -^ 2 
q =^ 0,01 7 972 42 



Cette valeur de q diffère de celle trouvée plus haut de 3 dans la 
dernière décimale, ce qui tient à l'emploi du cosinus pour trouver Tangle p. 
La valeur trouvée plus haut est plus exacte. 
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Log K -- Log (5) - 4 Log cos 4 P + J L^g e . tang» ^P; 

\ Log e . taog® ^ P = O^oo oooa 

Log (j) "= 0^196 1199 
Log (COS^ ^ P . K) ^ 0,196 1201 

Log cos 4 p = 0.992 331T 1, 4 Log COS ^ P = 0,969 3268 — 1 

LogK =* 0,226 7983 
K = 1,685 761- 

Exemple 10. Soit a =45^. On a alors k^=-k'2=0,6. Donc on 

■—71 1 1 

aura aussi K = K', q = p = e , Log (— ) = Log(— ) = n Log e. 

1 1 ' ^ ^ 

Log(7i:Loge)=0,i349342,Log(-) =- Log(y) = 1,364 3764 

Log q = Log p == 0,635 6236 — ^ 
q = p = 0,043 213 91 

Les formules (11) donnent alors: 

sin a^ = tang2 ^ a ; Log tang ^ a = 0,6i7 2243 — 1 



Log sin CL2 = 0,234 4486 — 1 



a.3 = 9«52'45",4ilia2 — 4056'22",ro5 

" ■■ * • 

sin a4 -- tang2 ^ a^ ; Log tang ^ a^ -= 0,936 6505 — - 2 

Log sin a4 = 0,373 3010 — 3 



a4 = 0O25'40",T43; ia4^- 0O12'50'',8ti 



K -- K' — 



i^r 



*» 1 01 ôl > ^Og cos 4 a = 0,965 6163 — 1 

cos^ J a . cos* ^a^ . cos^ 4a4 ^ 



Log cos i «2 ^= 0,998 3840 1 

Log cos è ^4 "==" ^î999 9970 " 1 



Log (cos ^ a . COS J aj . cos ^ a4) = 0,963 9963 — 1 



Log (cos^ 4 * • cos^ ^ «2 . cos^ 4 a4) = 0,927 9926 — 1 

I^OS(î) = Qa96 1199 
Log K = Log K' = 0,268 1273 



K -= K' -= 1, 



854 075 



La table suivante donne les valeurs de Log (— ), Log(— ), q, p, K et 
K' pour tous les dégrés de Tangle du module depuis 0^ jusqu'à 45*^ : 



a 


Log ({ ) 


Log(|) 
0,00000 


q 


P 


K 


K' 


0" 


00 


0,000 0000 


1,000 00 


1,570 7963 


00 


1» 


4,72034 


0,39436 


0,000 01904 


0,403 31 


1,570 9160 


5,434 9098 


20 


4,11822 


0,45202 


0,000 07617 


0,353 17 


1,571 2750 


4,742 7173 


3" 


3,76592 


0,49431 


0,000 17143 


0,320 40 


1,571 8736 


4,538 6540 


40 


3,51589 


0,52946 


' 0,000 30487 


0,295 49 


1,572 7124 


4,052 7582 



2èô 



a 

5<^ 

6" 
70 

9« 
10<> 
11" 
12" 
13" 
14" 
15" 
16" 
17" 
18" 
19" 
20" 
21" 
22" 
23" 
24" 
25" 
26" 
27" 
28" 
29" 
30" 
31" 
32" 
33" 
34" 
35" 
36" 
37" 
38" 
39" 
40" 



Log({) 

3,32187 

3,16327 

3,0290^ 

2,91277 

2,81009 

2,71815 

2,63490 

2,55881 

2,48872 

2,42375 

2,36317 

2,30641 

2,25301 

2,20257 

2,15476 

2,10932 

2,06600 

2,02460 

1,98495 

1,94689 

1,91029 

1,87502 

1,84099 

1,80810 

1 ,77626 

1,74539 

1,71544 

1 ,68633 

1,65801 

1,63043 

1 ,60354 

1,57729 

1,55165 

1,52658 

1,50204 

1,47801 



T^ogC}) 

0,56038 
0,58848 
0,61455 
0,63909 
^ 0,66244 
0,68485 
0,V0649 
0,72750 
0,74798 
0,76804 
0,78772 
0,8071 I 
0,82624 
0,84516 
0,86391 
0,88252 
0,90103 
0,91945 
0,93782 
0,9561 5 
0,97447 
0,99280 
1,01115 
1,02955 
1,04800 
1 ,06653 
1,08516 
1,10389 
1,12274 
1,14174 
1,16088 
1,18021 
1,19970 
1,21941 
1,23932 
1,25948 



0,000 47657 
0,000 68664 
0,000 93521 
0,001 22245 
0,001 5485 
0,001 9136 
0,002 3179 
0,002 7618 
0,003 2455 
0,003 7692 
0,004 3334 
0,004 9384 
0,005 5846 
0,006 2723 
0,007 0023 
0,007 7746 
0,008 5901 
0,009 4493 
0,010 3526 
0,011 3008 
0,012 2945 
0,013 3346 
0,014 4215 
0,015 556 
0,016 739 
0,017 973 
0,019 256 
0,020 591 
0,021 978 
0,023 419 . 
0,024 915 
0,026 467 
0,028 077 
0,029 745 
0,031 475 
0,033 265 



0,275 18 
0,257 94 
0,242 91 
0,229 57 
0,217 55 
0,206 61 
0,196 567 
0,187 284 
0,178 657 
0,170 594 
0,163 034 
0,155 916 
0,149 197 
0,142 837 
0,136 801 
0,131 063 
0,125 594 
0,120 379 
0,115 393 
0,110 624 
0,106 055 
0,101 672 
0,097 465 
0,093 422 
0,089 537 
0,085 797 
0,082 194 
0,078 725 
0,075 381 
0,072 154 
0,069 043 
0,0iS6 037 
0,063 139 
0,060 338 
0,057 634 
0,055 020 



K 


K' 


,573 7921 


3,831 7420 


,575 1136 


3,651 8560 


,576 6780 


3,500 4225 


,578 4866 


8,369 8680 


,580 5409 


8,255 3029 


,582 8428 


3,153 3853 


,585 3942 


3,061 7286 


,588 1972 


2,978 5690 


,591 2544 


2,902 5649 


,594 5683 


2,832 6726 


,598 1420 


2,768 0631 


,601 9785 


2,708 0676 


,606 0813 


2,652 1380 


,610 4542 


2,599 8197 


,615 1009 


2,550 7314 


,620 0259 


2,504 5501 


,625 2337 


2,460 9995 


,630 7291 


2,419 8417 


,636 3174 


2,380 8702 


,642 6041 


2,343 9047 


,648 9952 


2,308 7868 


,655 6969 


2,275 3764 


,662 7160 


2,243 5493 


,670 0594 


2,213 1947 


,677 7349 


2,184 2132 


,685 7504 


2,156 5156 


,694 1144 


2,130 0214 


,702 8359 


2,104 6577 


,711 9247 


2,080 3582 


,721 3908 


2,057 0623 


,731 2452 


2,034 7153 


,741 4992 


2,013 2666 


,752 1652 


1,992 6698 


,763 2562 


1,972 8823 


,774 7859 


1,953 8648 


,786 7691 


1,935 5811 



èâo 



a 
410 

45« 



Log( ; ) 

1,45445 
1,43133 
1,40863 
1,38632 
1,36438 



ï^ogCl) 



1,27989 
1,30056 
1,32152 
1 ,34273 
1,36438 



0,035 120 
0,037 040 
-0,039 027 
0,041 085 
0,043 214 



0,052 494 
0,050 054 
0,047 696 
0,045 417 
0,043 214 



K 


K' 


1,799 2215 


1,917 9975 


1,812 1599 


1,901 0830 


1,825 6019 


1,884 8087 


1,839 5667 


1,869 1475 


1,854 0747 


1,854 0747 



^•» Si le module k est réel, mais plus grand que Tunité, on emploiera 
la transformation du 84. Si Ton pose alors k ^=- -7-9 ^^ ^ ^U ©' qu'on dé- 
signe par p le nome complémentaire, par ^, et ^* les intégrales complètes 
correspondantes au n>odule ^, on a en vertu du 84: 



(t) 






— — c 



1t|»" 



vol Cà*kf l ' 



Exemple. Soit k ~ 2. On a alors: \) =» ,- = \\ donc en vertu de l'exemple 
9 du paragraphe précédent: 

\) ^-= 0,085 T95Tî «P '=^- 1,685 T60, V' "' 2,i66 61 5* 

Donc on aura: 

P "^^ — 0.O86 r96T, K -^= 0,842 8T6 "1" i • 1-078 268, K' ^= 1,078 268» 

Si Ton pose pour abréger: ç^2 i cv^'i "^ "'i C\2 i çs<2* 180" -9", on aura: 
q -^ e-^Ccos ç + i sin ç) ; Log ^ = 0,226 7933 

Log 'P^ = 0,463 6866 ]_ '^^= 2,841 7ft6 

Log -p' "^0^333 T626 _ 
Log .^'^ -^ 0,667 5052 *, ^'^ ""- 4,660 560 



^2+^'2_7^ 



492 3 16 



Log n -= 0,497 , 499 

Log tp = 0,226 7933 
Log ^' = 0,333 75.,6 



Log 180 -^ 2,265 2725 

Log ^'^ "• " 0,567 5 052 
Log (^'M80)-= 2,922 7777 
Log 0&^+^-^)-O „74 616 8 
Log 9 -^ 2,048 1619 



L0g(;r^^)=« 1,067 6968 
Log (^^+^-^) = 0,874 6168 

Log m = 0,1 83 0800 

Log Log e -0,637 7843-1 9^ --111^43-40",6 9 

Log (m Log e) -■= 0,82o 8643 - 1 1 «0^ - 9<> = 68«16M9'',3, 



9-= 111 



1727 97 



Log (e") -= 0,662 0097 
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Log (e-™) -= 0,337 9903 — ^ ) Log(e-») = 0,337 9903 — ^ 
Log COS 9 ^ 0,568 4368n 1^ ^Og sin Ç ^ 0,967 9932 ^ 

Log (e-»". COS 9) -= 0,906 427 la— 2; Log(e-". sin 9)^ 0,305 9335 — t 
e »". COS 9 --•= — 0,080 617 09 e-". sin 9 -= 0,.2o.2 294 2 



0,080 617 09 n~ * • 



1O8O 617 09 I » • ^V202 294 2» 



^^- Si le carré du module, k^, est une quantité négative, le module com- 
plémentaire, k', sera réel, mais plus grand que Tunité. Si Ton pose alorar; 
71 ^= b', et qu'on désigne par q, ^ et ^' le nome et les intégrales complètes 
correspondantes au module {) =^ yX — t)'^ -= 1/ -nH__, on aura : 



p = e \ ^^«(|)2 q:^) + « ^««"C^^^I^.à) \ • 

Exemple. Soit k^ -= — 3. On a alors k' -= 2, f)' -- ^, 

^ "~ 0,os5 7957, V ^^ "m 66 51 6î V ^^ ^685 750 

Donc on aura: 

<1 ^^ ^1085 79571 I^ ■=^ 1,078 i53i K' ^^ ^î842 875 \ ' • ^1078 258i 

p ^= 0,080 617 09 H" '•• 0,202 294 2* 

y il. Si le carré du module, k^, est une quantité imaginaire, on emploiera 
les mêmes formules et transformations que dans le cas d'un module réel, 
seulement on ne peut pas alors employer les réductions trigonométriques. 

Exemple. Soit: k^— ^ ^ . Il faut alors employer la transformation: 

/l — l/k'\^ 

On a alors: k'^=- ==|/=2 ^^^^4 "^•^^"é"^' l^^'^iV (^^®^"^'®*"ï^ 

-g == 11^15'; Log COS ^- --- 0,991 5739 — 1, Log sin ~ -= 0,290 2357 ~ 1 

Log y 2 ^-- 0,037 6287 Log y 2 --= 0,037 6287 

I^Og( V ~ • COS:^ ) --= 0,953 9452—1, Logf -g— .sin,^ )= 0,252 6070 - l 

^y 2 ^^^ ^|/2 ^^^ 

V^k' = ,899 3841 — i . 0,178 8986. 
1 — V^k' -^ 0,100 6159 + i . 0,178 8^86 = a + ib ^= r(cos9 -|- i . sin 9), 
1 + |/^k'== 1,899 3841 — i . 0,178 8986 = a' — ib ^ r'(coscp' — i .sin 9')., 

r^:---a2^-b^ tang9==3^, ^''^-=a'^+b^ tang 9' --= > , 

Log a = 0,002 6666 ~ 1 



Log a^ = 0, 005 33 3 2 — 2, a'^^-' 0,oio 123 56, 

^~ ' 15a 
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Logb = 0,252 6070 — 1 
Log b ■= 0,252 6 070— Il a^ — 0,010 123 56 Loga = 0,002 6666 — 1 

Log b^ -^ 0,505 2140 — 2, b^= 0,032 004 72,Logtang9 = 0,249 9404 

^1 ■■■ — .....^ ■ — » --■ . ■■— -■^■IM - ■ ■ - — I ■ . ■ — 

r'*-^ 0,042 128 28 9 =- 60^38'44",86 



Log a' -= 0,278 6128, Log b ^ 0,252 6070 — 1 

Log a'* = 0,557 2256, a'* -^--^ 3,607 6600 Log a'= 0,278 6128 

b^ =^ 0,032 0047, L ogtang9'° 0,973 9942— 2 
r'2 ^ 3,639 6647, 9' — 5^22^50^46» 



k4 = ^L^-^y= L^^ (eos2(94-9')-l-i.8in2(9-f 9')), 9+9'=66«r35'.',32. 



^ ,-=y^fi+-f^)V...|, 

(ciT^ Ig . ^ (ces 4(9 + 9') + i . sîn 4 (9 + 9')), 

4 (cp 4- cp') ^ 264^ 6'21",28, 360^— 4(9 + 9') -= 95^^ 53' 38",72. 
Log r^ =-- 0,624 5737 — 2 



Log r'^ ^ 0,561 0614 

Log(-7:;) == 0,063 5123 — 2 

r ' f 

Log(-74) -= 0,127 0246 - 4 
Log 16 = 1,204 1200 



1 r* 1 r"* 

^Og(—, /.) = 0,922 9046 — 6 ; Log( — . -74) -- 0,922 9046 —6 

10 r lor 

Log CCS 4(9 + Ç') == 0,011 5278n" 1; Log8in4(9+9')=Q ^997 6980n — 1* 

1 r* 1 r* 

Log(--. -,4.C0s4(9-}-9'))- 0,934 4324n "7, Log( - . 74.sin4(9+9'))=0,920 6026„-6 

16 r Ad r 

1 r* 1 r* 

_— . -74.0034(9+9') =- — 0,000 000 860 ; g . -,4 . 8În4(9 + 9')-= — 0,000 008 329 
^ __ — — 

1 + 2 . {-j) -^ 1 T- 0,000 001 720 — i . 0,000 016 658 

= 0,999 998 280 — i . 0,000 016 658 

= a - i . b =^ p (ces X — î • sin x)i 
p =^ l/^a^-|-b'^ --=^ a + ^ . - -= 0,999 998 280 

tang X ■= -, Logb ^ 0^221 6326 — 5 

Log a ^= 0,999 9993 — ■ 1 

Log tang X. =^ 0,221 6333 — 5 
Vï - y • 7 ' («^«(9 + 9') + î . sin (9 + <P')) 



23S 



q — i . ^ . p . (co8 (9 + 9' — X) + i ' sin (9 + 9' - X)) 

Log^ = 0,031 7561 — I 
Log p =^ 0,999 9993 — t 
Log ^ ^ 0,698 97 00— 1 
Log (î . -7 . P) ^ 0,730 7254 — 2 ; =-- 0,730 7254 - 2 

9+9'-X=66«1'31",88; Log cos(9+9'-x) — 0,608 8 785- 1," 

Log sin (9 + 9^ — X ) ^ ^0,960 8162 — 1 

Log (è . J;. . P . COS (9+9'— X)) --= 0,339 6039 - 2, 

Log(^.Jl.p.sin(9+9'-x)) ^- 0,691 5416-2 

g = 0.021 857 67 4- i ■ 0,049 152 06 



q*= tV • r^ • P*{ «»«'*(?+'!*'- ^>+ '•«'■"'*(? + "P'—x) I 

4(9+9'— X) -- 264'> 6'7",5S, 360«— 4(9+9' " X)^ 95'>53'52",48 

Lo'gCxV-^- P*) ^=0,922 9016— 6 --0,922 901&-6 

Log cos4(9+9'— X^ = 0.0118084,1 — M-'Og 8in4(9^9 — X)=0,997 6949» -I 

J.4 

Log(TV-r;4'P^'COs4(9+9'-X^) =0,934 7l00n-7, 

Log (tV v4 . ?* . sin 4 (9+ 9'- x)) = 0,920 5965^-6 

q* = — 0,000 000 860 — i . 0,000 008 329 
1 -f 4q'* == 0,999 996 560 — i . 0,000 033 316 
^ =» 1,570 796 327 
K4 ^ 1,570 794 977 — î • 0,000 052 332 = a — ib -=- p' (cos x' — î SÎn x') 

p' = j/'a^ + b2= a + J . -- -= a -= l,57o 794 977. 

ci 

tang x' = —, Log b = 0,718 7673 — 5 
81 

Loga = 0,196 1198 
Log tang x' == 0, 522 6475 — 5 
x' = 000^6^8 7 

4K 

^ ^ ( frpi^kyg' ^+y k -r'(cos9'-isîn 9'), r'^-= 3,639 6647, 9' -=5"22'50",46 

^^ Jâ^08(2(p'-x')+i8în(2(?>'-x')} ; 2(7/-x'-- 10^45' 34",o5. 

Log4p' = 0,798 1798 
Log r'* = 0,56 1 0614 

4p' 

LogC^) = 0,237 1 184 -- 0,237 1 184 

Logco8(2^'— X') '= 0,992 2970 — 1, LogsJn (2^'— x O = 0,271 1122— 1 

4p' 4p' 

Log(-7^.CO8(2(p'~X'))=0,229 4154, Log(- f^ . SÎn (2^'— x')) = 0,508 2306 - 1 

r r 
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K ^ 1 ,695 959 4- î • 0,322 278. 



Puisque ici k^ et k'^ ne diffèrent que dans le signe de î, on aura: 

p = 0,021 857 67 — i . 0,049 152 05 
K' = 1,6 95 959 — i . 0,322 278. 

lUU. Après avoir calculé les valeurs des nomes et celles des intégrales com- 
plètes, on en déduira facilement les valeurs des ^fonctions et celles des 
fonctions elliptiques pour des valeurs quelconques de Targument et du module, 
àTaide des formules du 62 et 64: 
Ox^ 1 + 2\ (— 1)". q< cos 2mx -- 

^='1 — 2q . cos 2x + 2q*. cos 4x + 2q®. cos 6x — 2q' ^. cos 8x + • • • . 



^,x-- - 2.-5'„(-:l)'».q^~2->',sin(2m-l)x — 
I 

=-- 2.|!/'q.8inx— 21/^q^ sin3x+2l^q2^. sin5x~2l/x*». sin 7x +•. . . 



00 (?"_zi)^ 
^2X^-=2.-5'„q 2 .cos(2m - l)x =- 
I 

4 _ 4 ^ 4 



= 2y'q . cosx 4- 2y q^. co83x+ 2|/q*^ô, cos5x-|-2]/q*^ cos 7x + . . . 

00 

djx^ \ -\- 2 ,^m q'"^ cos 2mx = 



= 1 + 2q .cos 2x -f 2q'*. cos 4x -f 2q^. cos 6x + 2q*®. cos 8x H . . . 

1 ^i^Sc^ T/k' ^^^2^) 
sm am u ^= - y- - . , cos am u ^== .tï^ • ^ 



2K^ ^2K' 

^ ara u ^= = 1/ k'. . 

Pour trouver à Taide de ces formules les ^fonctions et de là les fonc- 
tions elliptiques avec 9 décimales, il faut, si l'angle du module ne surpasse 
pas 30^, tout au plus deux termes des séries précédentes ; si l'angle du mo- 
dule surpasse 30^ sans surpasser 75^, il faut tout au plus trois termes; si 
langle surpasse 75^ sans surpasser 87^, il faut tout au plus quatre termes; 
si Tangle' surpasse 87^ sans surpasser 98^ 30' il faut tout au plus cinq 
termes; si Tangle surpasse 89^30' sans surpasser 89^ 59' il faut tout au 
plus six termes. 

Dans le cas que le module soit extrêmement près de Tunîté on em- 
ploiera les formules avec le nome complémentaire p, savoir: 

/2n-l x^^ .2n-l, X.2 



V-Mt. ■ {p«-;';p'*+'''+P«-.''"+p<5+"''+p''-." 
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2n — 1 X x!j / 2n — 1 I X \« 



* ' TT Loge I V / 



2 . »vtt 



1/ Logp ) (i--'')' a+") (è"T. (1+^) , (f--^) ( 

' TTLoge ï 1 

l/~Loi7 ( (-•-)' 0-')', (.+ ")' (2--/, (2+')' ) 

Si X surpasse —, ou, puisque x ~ ., si u surpasse K, on commen- 
cera par réduire x à une valeur plus petite que à Taide des formules du 63: 

o(x + ï) ^-^ e^x, ^,(x + ï) - e^x, ^,(x + î) - — e,x, e^(x + ?) ^- Ox, 

donc: fe = ^3(x — î), ^jX = ^^(x ~" ^)i ^2^ = — ^i(x — 2), O^x^Oix- ^). 

Avec des tables des logarithmes de 7 décimales on n'a besoin que 
des deux premiers termes des fonctions ^x et ^^x, et du premier terme des 
fonctions ^^^ ®* ^3X9 sî l'angle du module surpasse 89^ 59'. 

Exemple 1. Soit k -^ ^ = sin 30*^, u == l,^. On a alors en vertu 
de l'exemple 9 du 96: 

q ^ 0,017 972 39, Log q -- 0,254 6059 — 2, 



K -=- 1 ,685 750 Log K ^ 0,226 7933 
nu u 

2k "" 2K 



On a alors: x =--- " -^ ^ . 180^; Log u — 0,o79 I812 



Log 180 ^ 2,255^725 

Log (u . 180) == 2,334 4537 

Log (2 K) = 0^527 8233 

Log X == 1 ,806 6304 

X = 64,066 41 

-=64*^3'59",o8 
^x ^- î — 2q . cos 2x + 2q*. cos 4 x; 

2x =Ji8«J^ 58",i6; 4x = 256^ 1 5^56^ 3 

180«~ 2x -= 5l« 52' 1",84; 270«— 4x - 13^ 44' 3",7 



Log cos 2x — 0,790 6278„— 1 ; Log cos 4x --= 0,375„ — l 

Log q — 0,254 6059 ~ 2 Log q* ^ 0,oi8 — 7 



2S6 



Log (q,COB23 :)- 0,045 2337»— ^ Log(q*.co8 4x) ~^^393n^j— 8 
q . C08 2x « — 0,01 1 097 72 q^. ces 4x ^= — 0,ooo ooo 02 

S x ==-' 1,022 195 40. 

6\x = 2 yq . sin x — 2 y q^. sin 3x, 
X == 64<> 3' 59",08, 3x ---= 192*^ 11' 57",24 



Log sin X ^- 0,953 9053 — 1, 
Log yq = 0,563 6515 — 1, 



Log sin 3x = 0,3249n~ 1 

4 

^og Yq^ ==• 0,0729 — 4 



4 4 

Log {]/ q . sin x) = 0,517 5568— 1, Log(|/q^. 8in3x) = 0,3978n — 5 
1/q . sîn X = 0,329 2735, ]/q^. sin 3x = — 0,o ooo250 

^|X= 0,6585^970 

4 r 

6^^ = 2 J/ q . C08 X + 2 V q^* cos 3x, 

Log COS X =^ 0,640 8084 — 1 ', Log C08 3x = 0,9901 n — 1 

4 4 . 

Log V q ^ 0,563 6515— 1, ' Log y q^ == 0,0729 - 4 

Log (yq . cosx) = 0,204 4599— 1, log iyq^' cos3x) ^ 0,0630n-- 4, 
yq . C08 X " ^ 0,160 1253 |/q^.co3 3x ^ ^^ • — 0,000 1156 

^2^^=^^9320 0194 



^ 3X = 1 + 2q , COS 2x + 2q^. cos 4x = 0,977 804 52 

1 s "X. 

sin am u = y/T • ~n~ ^ ^^8 ^ "^ 0,698 9700 — 1 

Log y^k = 0,849 4850 — 1 
Log Sx == 0,009 5340 
Log (|/k . ^x) ■■= 0,859 0190 — 1 
L Og ^ 1 X = 0,818 6197 — 1 

Log sin am u =^ 0,959 6007 — J , 

sin am u = 0,911 1727, am u ■= 65'^ 40'4'',5 



cos am u ^^ 



l/^k' S ' 

V/V • -^"î Log k' = 0,937 5306 — 1 

Log ]/"k' => 0,968 7653 — 1 

Log ^fl X^^" 0,505 1763— 1 

Log (|/^k' ^2^) ~ 0,473 9416-1 

Log (}/k . ^x) ==-- 0,85 9 0190 ~ 1 

^ Log cos am u = 0,614 9226 — 1 

cos am u = 0,412 0241, am u = 65^ 40' 4",6 



J 



amu = l/k'.^^ Log|/'k' = 0, 



Sx 



968 7653— 1 
Log ^gX = 0,990 2521 — 1, 



Log (j/^k'. ^ax) =^ 0,959 0174— 1, 
Log Sx = 0,009 5340 
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Log ^ am U = 0,949 4834 — 1, 
^ am u = 0,890 1914 



en 
9 



Exemple 2, Soit a «89^ 59', k «= 0,999 999 957 692, u= 1,2. On a alors < 
vertu de Texemple 2 du 96 p = 0,000 000 005 288 496, Log p « 0,723 3322 — 

K = 9,528 865, Log K = 0,979 0412. 

----gj^; Log U=- 0,079 1812 

Log 2 K ^ = 1,280 0712 
Log (-' ) = 0,799 1100 — 2, 

Vw — ■■■' ■ ~-' 

^ ^ 0,062 966 56 

1 = 0,437 033 44 ; è + - = 0,562 966 56 

Ï^Og a — — ) =" 0, 640 514 7 - 1 ; Log(J + '-) = 0,750 482 6 - 1, 

^Og (i — -^ ) = 0,281 0294 — 1 ; Log(i -|- ^ ) == 0,500 9652 - 1 , 
Log Log p = 0,917 8555q ^ = 0,917 8555n 

Log Log p^ 71 == 0,198 8849n ; _ Log Log p ^ ?« = 0,418 8207n 

Log p TT «- 1,580 8290 Log p * tt = « 2,623 1355 

= 0.419 1710 - 2, = 0,376 8645 — 3 

p ^ =0,026 2525 ; p n ' -^ 0,oo2 $ 81 6. _ 

(l_».y (lr.J'^• (1_JL)* (ij.*^* 
P^ ^ +P ^ ^ =0,028 6341; ^. p ^ tt^— p* /r ^ = = 0,023 8709 

Log (^e^yj^^^^ ^ 0,456 8835 - 2 ; ^Og(^B,^]f^^^y^,^^ 8688 - 2 

Log y _— - = 0,391 4606 '« 0,391 4606 

® ' TU Log e 

Log ^ X ^= 0,848 3441 — 2, Log ^iX = 0,769 3294 - 2 

-^X = 0,070 h 252, ^1 X = 0,058 7935 

^ ^ ^ TCLoge *^ ' 

Log(^ ) «0,799 1100—2 

I^Og(~)*"= 0,598 2200 — 3 
Log Log p " 0,917 8 555n 

Log Log p ^ = 0,516 0755b — 2 



2â8 



tt 



( ) 

Logp TT = - 0,032 8152 



rV-. .^-?3 P 



0,967 1848 — 1. 



Log y -^'^ « 0,391 4606 

TU Loff e 



Log 6^X =- Log d^X ° 0,3 58 6454 
O.yX = ^gX = 2,283 733. 
1 ^ix""""" ' — — -= 

sin am ii = j^ . — ; Log ^iX = 0,769 3294 — 2 

^^S (l^^ • ^x) ^ ^i848 3441 — 2 



Log sin am u = 0,920 9853 — 1 

sin am u « 0,833 6573, am u = 56^ 28' 33",o 



J/k' Ô2X ", w /^ ' 

cos am u = ^, . — , Log k = 0,463 7261 — 4 



Log j/^k' = 0,231 8630 - 2 

Log êt^X = 0,358 6454 

I^Og (|/^k'. ^2X) = 0,590 5084 — 2 

Log (]/ k . ^X) = 0,84^ 3441 — 2 

Log cos am u = 0,742 1643—1 • 

cos am u = 0,552 2769 ; am U = 5t>*^ 28' 33 ",6 
____ 

am u --= y^k'. _- ""J^i?^2 2863. 



*^1« Pour trouver les valeurs des fonctions elliptiques on peut aussi em- 
ployer la transformation du Lc^nden. En vertu du 79 on a alors : 

sin {2q> — ^.2) ^= k^. sin cp^^t 
où: k — - sin ol^ q) =^ am (u,k), kg =-■ sin a^ -- tang* J a, ^2 "^ ^^ (^^l'Mi)'» 

4KoX 7CU , 2uK., 

u, = -^- X - g-, donc : ua ^= ^ -. 

De même on a: 

sin (2ç?2 — ^4) ^^ ^4 sin <^4, 

où: k4 ^sin a4=tang*- J a^, <^4- = ara(u4,k4), U4- 

sin (2^4 — ^g) ^ kg sin ^g, 

ou: kg-^smag -=tang*ia4, ^^'g ^am (U8,k8), Ug -= - ^ "= ^ ; 

et ainsi de suite. 

Pour des valeurs très petites de k„ on a enfin en vertu de la formule 

(4)du57:^. = f""=^-.90«'. 

Si Ton fait usage des tables logarithmiques avec sept décimales et si 
l'angle du module ne surpasse pas 10^, on n'a pas besoin d'aller plus loin 
que de chercher <p2) ^^ ^^ aura alors: 



I 



2u2K4^ 4uK4. I 
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^2 « ^- . 90^ « ^ . 90^, sin (2^ — «Pa) -*tang^ i a . sin «p^- 

Si langle du module surpasse 10^ sans surpasser 40^ on aura: 

4u 
sin a^ = tang* i a, <P4 = j^ • ^0*^, 

sîn (2(^2 — ^4) "^ tang* § ol-^ . sîn <p4, sin (2<p — ^j) = tang^ ^ a . sin cp^. 

Si Tangle du module surpasse 40^ sans surpasser 75^, on aura: 

8u 
sin «2 ^=^ tang* ^ a, sîn ol^ ^= tang^ ^ a^, <P8 "^ IF • ^^^' 

JK. 

sin (2ç?4 — <pg) « tang* i a4 .sin ^g, sin (2<pa— «^4) = tang^ ^ a^ . sin <P4, 

sin (2<p — ^2) *= tang* ^ a . sin ç>2 
et ainsi de suite. 

Exemple. Soit k = ^ « sin 30^, u =» 1,2. On a alors a - 30^, et suivant 
l'exemple 9 du 96: 

Log K ^ 0,226 7933, a^ - 4^ 7' 1",904. 

4u 
<P4 = ^ • 90® ; Log u - 0,079 1812 

Log (4 . 90) = 2,556 3025 



Log (4u . 90) ^ 2,635 4837 
Log K == 0,226 7933 



Log <P4 •= 2,408 6904, ^^4 = 256,265 65 :=^ 256^15^ 56^^3 

gin (2<P2 — ^U) "^tang^ ga2-8În^4; Logsin^4 = 0,987 40i2n— • t 

Log tang^ ;J a2 =^ 0,111 2716 —3 



Log sin (2(^2 — <P4.) ^ 0i09B 6728« — 8 



^4- 2^2= 0<*4'18",9 

ç>4= ' 256^15^ 56^3 
2ç>2 =-J56Mr3r^ 
9?2 = 1 28<> 5' 48",7 
sîn (2(p — çf^) — tang^^a.sin^aî Logsin<P2 = 0,895 9575 — 1 

Log tang* J a = = 0,856 1050 ~ 2 

Log sin (2q> — q)<i) ^ 0,752 0625 — 2 

2<p — 9?2= 3«14'20",5 

<P2 --J_28^^U8^7_ 

2^ = 131 «20' 9^2 



fp = 65«40'4",6, 
laquelle valeur coincide avec celle trouvée dans l'exemple 1 du paragraphe 
précédent 

i\)a. Si le module est plus grand que Tunité, on emploiera pour le calcul 

des fonctions elliptiques les formules du 84: 

16 
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1 1 1 

(1) sin am (u,k) =* — . sin am (ku, — ), cos am (u,k) = z/ ara (ku,'— ), 

J am (u,k) - cos am (ku, — ). 

Si l'on désigne par % ^, ^' le nome et les intégrales complètes cor- 
respondantes au module —, on a en vertu du même paragraphe: 

e(x,q) = ^~ (1 — i) . y — ^ — . e 1* ^ \ e{ — ^- — , q). 

Or on a: X = 2^, K = ^(^ + 1 ^'), donc: ^ = gS» '' 

_ = —— - = = rft ^ î ftna 






4^(^« + ^'*)' 



--i(— ;,-) 7]sSri7r, ( / k*u* \,. . /' k^'u» M ■ 
« " *> =e4§»^+Ç').{cos(^^j^ï^,^)+,.«n(^^p:p^)j. 

|) + i Ô' VW+W^ . ^' 

De plus on a: v — = ' , (eos^ + isinç»), oùtang<7> ^ ^i 

. .1/1+11: v^i!±if, «p.. . v. 

donc: |/_^_ = iL_,=^_(eo8-+,.8m2), 

1/^2 n 7t 

et enfin : — ^ (1 — i) = cos — — î . sin — . 

Donc si l'on pose pour abréger: 

]>|^q::j>T2 k^^^u^ ?r <?? £^u^ ^. ^ku_ 

on aura: 

(2) . ^x =- a . e» (cos vj; — î . sin vj;) . ^(ï,q). 

De même on trouvera des formules (5), (6) et (7) du 84: 

(3) ^ix = a . e» (cos ^ — i . sin ^) . ^i(ï,q), 

(4) ^^x = a . e- (cos(î — ^) + i . sin (? -^)) . S^ (J,q), 

(5) 03X « a . e" (cosCÎ — +) + i • sin(î ~ ^)) . 6^ (x,q), 

Exemple. Soît k ^^^ 2, u -=^- 0,6. On a alors: -r ~- 0,5, ku -^ 1,2, donc en 
vertu de Texemple 1 du paragraphe précédent : 

sin am (ku, ^) "==• 0,911 1727, cos am (ku, -) -^- 0,412 0241, 

J am (ku, -r) ■=-■ 0,890 1914, 
et de là: ^ 

sin am (u,k) ^ 0,455 5864, cos am (u,k) =^ 0,890 1914, 

J am (u,k) = 0,412 0241, am (u,k) == 27<^ 6'9",6 

En vertu de l'exemple 9 du 96 on a de plus: 
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- q == 0,017 972 39, ^ = 1,685 750, ^* =^ 2,156 515 - 

Donc : tang q? ^=z — Log ^ -= 0,333 7526, 

Log ^ = 0,226 7933, 

Log ta ng g) =^ 0,i06 9593, <p = 51^59^6^8 
n (P k^u* k*u* k^u^ 180® 

Log 4 TU = 1 ,099 2099 



Log{4;r(^2 4. |^'a)) _ 1,9730259 
LogCk^u*. 180) -=_2,4 13^50 
. / k^u». 180 \ ^ 



k«u«. 180<^ 



^^2^53 018 



=-2«45'10",9 
^ -= 25® 59' 33",4 



J — ç)«28®44'4r,3 



il> =^6M5M15^7_ 

m == 4 a / g^2 I C^-a) ' Ï^Og ^ =- 0,333 7526, a = ^&^ , Log^ =^ 0,226 7933 

. Log(k^U*) = 0,158 3625 Log(|/^) = 0,113 3966 



Log(k«^'u«) -= 0,492 1151, Logl/^*+^'^ — 0,218 6 540 

Log(4^ .(^^+'&'.°)) ^ 1i703 4693 Log a -= 0,105 2574 

Log m =-- 0,788 6458 — 2 Log (e") =- 0,02 6 6950 

Log Log e =» 0,637 7843 — 1 Log (a . e") = 0, i3l 9 524 
Log (m Log e) -== 0,436 4201—2 



Log (e"») == 0,026 695(i 
2Ç 



J = -^. Donc en vertu de Texemple 1 du 100 on a: 



^(ï,q) = 1,022 195 40 ; ^i(ï,q) = 0,658 5970 ; - 

^a(ïî<ï) ■* 0,320 0194; ^sC^) = 0,977 804 52. 

« 

De là on trouve: 

fe = a . ^"^feq) . (cos + - i . sîn ^); 

l-Og ^ (m) = 0,009 5339 ^ 0,009 5339 

Log (a.e") = 0,131 9524 » ^ 0,131 9524 

Log cos ^ =^ 0,982 2841 — 1, Logsin ^ = 0,447 0062 - 1. 



Log(a.e'»>g(î,q.co8^))= 0,123 7704, Log(a . e^.^feq.sin^) ) == 0,588 4925— 1 

— _ — _ ^j_ -■ 

fe — 1.329 751 — i . 0,387 6971 

16* 
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''^ix — a . e". ^i(j,q) . (cos ^ — i . sin ^); 

Log ^i(ï,q) = 0,818 6197 — 1 == 0,818 6197 — 1 

Log (a.e™) = 0,131 9524 =^ 0,131 9524 

Log cos t == 0,982 2841 — 1 Log sin V> ^ 0,447 0062 — 1 

Log (a. e'°.g|(i,<|).co8^)=^ 0,932 8562 -- 1; Log(a.e".^i(;,q).8in'^)= 0,397 5783 — 1 

^iX ^^ 0,856 7541 — i . 0,249 7919. 

O^x. = a . e". O^iM) ' (cos(ï — ip) + î , amhi — ilf)); 

Log ^3 ih^) = 0,990 2520 — 1 == 0,990 2520 — 1 

Log (a . e") ==» 0,^31 9524 =- 0,131 9524 

Log COs(^: - 1p) = 0,942 8824 ~ 1, Log sîn (^— V^) =-' 0,682 0747 — 1 

Log (a . e°. ^3 (m) . cos (^— ^)) = 0,065 0868; 
Log (a . e". OziM) . sin (^ —ip)) = 0,804 2791 — 1 ; 

^aX ==• 1,161 681 + î . 0,637 2048. 



.n .... , ,n 



6^3X -= a . e". 62 (ï,q) . (cos in — ^) + i . sîn (q: + ^)) ; 

Log ^«(ï,q) ^ 0,505 1763—1 = 0,505 1763 — 1 

Log (a. e")= 0,131 9524 ^ = 0,131 9524 

Log C0S(?— ^) = 0,942 8824 — 1, Log8În(î-— ^) = 0,682 0747 — l 

TE 

Log (a . e"*. B^il^cO . cos (ï — Tfi) ) = 0,580 0111 — 1; • 
Log (a . e". 0a(ïi<l) • 8În(ï -^ ip) ) ^ 0,319 2034 — 1 

^SX = 0,380 1991 + i. 0,208 5467, 

lOo. Si le carré du module est une quantité réelle, mais négative, k^«-Z^, 
le nome sera négatif, et Ton emploiera alors pour le <;alcul des ^fonctions 
les formules (1) du 83. Si Ton désigne alors par q, ^ et Si' le nome et les 

intégrales complètes correspondantes au module f ^== - , on aura: 

nu ^^ ^ :, 7CU . l/TTF 

^q-_^_q, ^^_ K^:p==, donc: x -^ ^ , 

(1) e (x,q) - B (x,- q) = 03(x,q), 

1/2 

(2) ^,(x,q) == ^i(x,-q) = -3- (1-0 . ^i(M), 

1/2 

m ^2(x,q)-^.2(x-q)--^(l-i).^2(x,q), 

(4) ^3(x,q) = ^3(x,~ q) =^ ^(x,q). 



(6) sinamu^--J^/i ""'"^^V^i±i!! !l _ L ^»M) 

1/1 + ^' z/am(ul/'l+Z^f)' V^*^3(x,q? 

r«^ nn« «n. n - CO^ am (u^/"^+T ^f)_ T^r+"^ ^ Jx,q) 

(o) cosamu^= — = — z-7»\; — • :;7~~r~ \-» 

z/ am (uj/l + Z«,f) K' «sM) 
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(7) J am u ^~ V-^=— - V"ÎT^. ^l 

Exemple. Soit k^= — |, u - 0,6 . j/^S. On a alors: 

ï = èî «V^l -|- ^^ "=■- 1,2-, Donc en vertu de l'exemple 1 du 100: 

^(x,q) =- 1,022 19540 ; ^i(x,q) = 0,658 5970; 

^a(x,q) =^ 0,320 0194; ^a^X^q) = 0,977 804 52. 
De là on trouve: 

gx ^ ^3(x,q) =^ 0,977 804 52, 

l/'2 

^ix - ^- • ^i(^'^) . (1 — î); Log 0i(x,q) = 0,818 6197 - 1 

■L'Og — - = 0,849 4850 — 1 

Log y — • -^ 1 (X^P)) = 0,668 1047 -- 1 

^iX — 0,465 6984 . (l — J). 

l/'2 

B^iL - -— , ^2(x,q) . (1+i); Log 0a(x,q) -= 0,505 i763 - 1, 

J^Og ~ ^ ^^ 0^849 4850 — 1. 

I^Og \^~ • ^ii (^5^7 =0,354 6613- 1 

^aX = = 0,226 2879 . (1 — J). 
03X ~ ^('x,q) =^ 1,022 195 40. ~ 

1 0i(x,q) . 1 „ 
8.namu .= -^^.^-^^; Log ^- ^ 0, 119 2803 

Log Q 1 (x,q) --='0,81 8 6197— 1 

0,937 9000 — 1 
Log ^ 3 (x,q) = = 0,990 2520 — 1 

Log sin am u ^ 0,947 6480 — 1 

sin am u = ,886 4373, am u ^ 62^ 25' 44.'^i 

cosamu -^ >^1~+^' ^^(M) . l^ï + i' ^ 
cosamu --^~-. — -^^; Log-^^ -=0,i5O5i5o 

Log02(x,q) " = 0,505 1763—1 

0,655 6913— 1 

Log ^3(x,q) = 0,990 2520 — 1 

Log COS am u ^ 0,665 4393 — 1 

C08 am u - ^0,462 8489, amu^ 62^ 25^44^0 
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z/ am u -= 1/ 1 + ^a . -|îr?^' Logl/"l + Z« « 0,031 2347 

Log 0(x,q) = 0,009 5339 
== 0,040 7686 
Log 0s(x,q) = ^ 0,990 2520 — 1 

Log z/ am u = 0,o6o 5166 



z/ am U = 1,123 3539 



lU4» Si le carré du modale est une quantité imaginaire, ou silargument 
u est une quantité imaginaire, on procédera comme avec des quantités réelles. 
' Soit q =^r (cos X -[- i . sin X), u =" s (cos |X -j- i . sin [x). On cherche alors sui- 
vant 99 rintégrale complète K == t (cos v -[- i • sin v). On aura alors: 

X — 2^ =- j^ Ccos (fx — v) + i sin ([x — v)) = a + îb 

e2'*+'e~2'* e^^ e""^** . ' 

cos 2x = . cos 2 a — î . . sin 2 a = p (cos ^ — i . sin 4^), 

e4bj_ Q-4b ^4b__3--4b 

COS 4x =» . cos 4a — î . r . sin 4 a = p' (cos ^'-- î . sin 4^01 

e^*» — 1 

où p = ^ |/ e^^^-f" 2 cos 4 a-f- e-^^ tang ^ ^ .. , ^ . tang 2 a, 

e -y- 1 



e 



,8b _ 1 



p' = i |/'e®»»+ 2 cos 8 a + e-®^ tang 4^'== g^^ . . tang 4 a. 
De là on trouve enfin: 

q . cos 2 X =» rp (co8(X— 4^)+ i . sin (X— vpO» 
q*. cos 4x = r*p'(cos(4X — ^^'j+i . sin (4X— ^^OX et ainsi àe suite. 
De même on aura: 

gb_I_^— b ^b Q—h 

sin X = — . sin a + i . — - — . cos a ■= c (cos X 4" i • sin x)» 

e3b J_g-3b g3b _ g— 3b 

sin 3x = — -~ . sin 3 a + i . . cos 3a ■== a'Ccos x'+ i • sin x'), 

e2b — 1 

où : <J = ^l/e^"» — 2 cos 2a+e~2^ tang x = 2b _l < • ^^^g*' 



e 



6b _ 1 



a'-- ^l/'e^'»— 2 . cos6a^-e-^^ tangx'=- ^b r i • c^^g^»» 

1/ïl . sin X =- aj^r (cos (i X + X) + î sin (i X +- x))/ 

V q«. sin 3x == Œ'r^l^r (cos (| X f xO + î sin (| X +x')), et ainsi de suite. 

Enfin on aura: 

eb I Q — b ftb___ri — b 

COS X = — . cos a — 1 . — ——. sin a ^= î (cos Ç.— i sm Ç) 

£ Il 

gSb I g— 3b g3b g--3b 

C083x ^ — ^ . cos 3 a— î . . sin 3 a -^ î'(cos Ç'— i sin Ç') 
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e^"* 1 

où: ï = ^ }/ e^*» + 2 cos 2a + e~2b, tang Ç = — gb a. r **°ê ^'> 

- e^*» — 1 

r = ^ |/ e^" 4- 2 cos 6a + e-^»», tang r==^ e^ j, i • **"g ^^^ 

4 4 

}/ q . cosx f= l . }/ r (cos(|: X — Ç) + î • sî" (i ^ — Ç))^ 

|/ q^. cosx ^ ï'.r^.j/ r (cos(f X — Ç').+ i . sin (f X — Ç')), et ^însî de suite. 

Si ici e** ou e~ ^ est une quantité assez grande pour que les séries ne 
convergent pas assez vite, on peut réduire la quantité b de la manière 
suivante. 

En vertu des formules (4) du 63 on a : 
Sx -= (— l)"q"^e-2"«. e{x + milogq), 0iX = (— l)'"q'»'e-2'»«.0,{x+mîlogq), 
^2X =-q< e~2"«. e^ix + milogq), O^x = q< e-^"»». 0^(x + milog q), 
où m est un nombre entier quelconque positif ou négatif. On a main- 
tenant : X -\' milog q -= a, •-{■• ib-j-mi . Ibg r - mX ^^ (a— mX) -}- i(b + m . log r). 
Donc on réduira b à b + mlogr, où m est un nombre entier quelconque positif ou 
négatif. Or on peut toujours choisir m tel que la valeur numérique de b-|-nilogr 

Loff r 
soit plus petite que g log r=5 T""^* ^^ ^^^^ alors dans les formules précédentes 

^b-4-^— b - ^ 2 

au lieu de — une quantité plus petite que ^ (|/ r± --^ ), ^ au lieu de 

2 y T ' 

"e2b±e~2b 1 

une quantité pus petite que i (rdn— ), et ainsi de suite. 

1.-1 Q •* ta 1+V-l _ 9 (1 + V- B) . . 

Exemple. Soit k^ ^= ^ , u = — j^ . On a alors en vertu 

de l'exemple du 99: 

q =- r (cos X + i . sin X), Log r = 0,780 7254 — 2, X -= 66®1'81",88, 

K -= t (cos V + î . sin v), Log t = 0,237 1 184, v =. 10^45'84",05 

u = s (cos (X + i . sin [x), Log s = 0,653 2125, [x = 60^. 

X =- a + ib = ^ (cos(|x— v)4- i.sin (|X— v)), [x— v = 49<>14'25",95 

» Log ï =* 0,196 1199 = 0,196 1199 

Log —=0,416 0941 > =0,416 0941 

Log cos ({X — v) = 0,814 8366 — 1 ; Log sin ((X-V) ^ ^ 0,879 3581 — 1 

Log b = 0,491 5721 



Og a — 0,427 0506 




a^ 2,673 318 




Log r — 0,730 7254 - 


2 


Log Log r - 0,103 5556n 
Log Log e -=- 0,637 7843 — 


1 


0,465 7713b 



b ^= 3,101 502 



— 1,269 2746 



246 

l0ffr=|^^^=»- 2,922 613; X = 66^1'31",88 =1,152 3628. 

Log e 

Donc ici b est plus grande que la valeur numérique de \ log r. On 
pose donc dans les réductions indiquées plus haut m ^^ 1, et réduit par là 
a à a' = a — X -- 1,520 955 = 87^8'39",5, et b à b' = b + log r = 0,i78 889. 
On cherche donc maintenant les ^fonctions de x' =» x + î . log q «= a' -]- ib'. 
On a alors: - 

cos 2x' -^ p (cos 4* — i • sin ^), où 

? - \ Yé^' + 2 cos;4a'+ e"^»»', tang 4^ -= ^^^t^J. tang 2 a'. 

e ~f" 1 

Log 4b' = 0,854 6437 -- 1 
Log Log e ^= 0,637 7843 — 1 

Log Log e***' =•• 0,492 4280 — 1 ; 

Log e*'*' = 0,310 7621 ; Loge"'^'^'^' 0,689 2379 —1 ; Logcoséa' = 0,991 3114 — 1 

e*^' =-•= 2,045 324, e~^^'= 0,488 920, COS 4 a' «= 0,980 1925 

4p^ -= 4,494 629 ; e^^'— 1 ° 1,045 324, e^''^^ 1 = ^i045 32 4 ^ 

Log (4p^) = 0,652 6938; Loge^'^'-l = 0,019 2510; Log (e^fa'-f-l) =» 0,483 6335 

/e^'''-l\ 
Log 2p = 0,326 3469; Logl-^^î^-— 1=0,535 6175 — 1 

Log p =^0,025 3169 ; Log tang 2a' ^0,oooo6i0n~ 1 

Log tang 4^ =0, 535 67850-2; ^ - 178®2'1",63 
q.co82x'«rpCcos(X— 4>)+i.sin(X — 4^0 \ l'Ogr=0,730 7254 — 2 = 0,730 7254 — 2 

X— 4^ = — 112^0'29",75 Log p - 0,025 3169 = 0,025 3169 

LogCOs(X— 4^) « 0,573 7304n — 1 Log8in(X-4^)« ==0,967 1405n - 1 

0,329 7727n — 2 0,723 1828o-— 2 

q . COS 2x' = — 0,021 368 43 — i . 0,052 866 77 



COS 4x' ^^ p' {cos ^' — î . sin 4>0î 

e^'— 1 

e^'+l 



où p' — i V^'-V 2 cosSa'+e-*''; tang ^' - ^^p-^- . tang 4 a'. 



Log ^' = 0,6215, Log e~^' = 0,3785—1, Log cos Sa' = 0,9645—1 
g8b' = 4^jg3 e~^' = 0,23 9 cos 8a^ = 0,922 

4p'* = 6,266 e^^'— 1 = 3,183, e^^'-f 1 = 5,i83 



Log (4p'^) -0,7970, L ogCeQ" -!)* 0,5028, Log (e^'+ 1) = 0,7146 

/e^'-lX 

Log 2p' =0,3985, LogI Qb, j=0,7882 — 1 
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Log p^ ■-■^ 0,0975 Log tang 4a' = 0,3055n — 1 

Log tang ^' — 0,o937 n - 1; ^'^ — 7"^ 4^20'' 

en remarquant que sîn 4a' est une quantité négative, cos 4a' une quantité positive, 
q*. cos 4x' = r* p' (cos (4X — +') + î . sin (4X - 4^')) ; 

Logr*= 0,9229 — 6 =^ 0,9229 — 6 

4X-^'-271<>10'30";Logp'-- 0,0975 == 0,0975 

Log cos (4X-4>') =0,3119 — 2 Log sin (4X — 4>') = 0,9999n — 1 

0,33 23 — 7 O, 0203n — 5 

q*. cos 4x'=' 0,000 00 215 — i. ,000 010 48 

^x'-- 1 — 2q . cos 2x' + 2q'*. cos 4x' = 1,042 737 29 + î . 0,105 712 58 
^3x'^- ^ +_2q. cos 2x' + 2q ^. cos 4x' ^ 0^957 263 57 - i . 0,i05 754^0 

sin x' -= p (cos X ~t" î • sin x)» où : 

01,' i 

9= i l/'©^'''-2cos2a'-f e-2>>', tang x == %^. • cotg a'. 

e "T"-i- 

Log e^**'— 0,155 3810, Log e~^'''= 0,844 6190—1, Log cos 2a' — 0,997 8387d — 1» 

e2b-.= 1,430 148 e"~^'''= 0,699 228 COS 2a' ^- — 0,995 036 

. 4p2 =^ 4, 1 1 9 448, Q^b' — 1 ^^ 0,430 1 48, e2**'+ 1 ^ 2.43 l48 



Log4p^= 0,614 839 0, Log(e^^'-1 h 0,633 6179 — 1, Logle^^' -f^)^ 0.385 6327 . 

e-*»'— 1 
Log2p ■-=-- 0,307 4195, Log 2^rT^ « 0,247 9852 — 1. 
— e"* -pi 

Logp ^-= 0,006 389 5, LogCOtga'=» 0, 697 9489 — 2. 

'' Log tang x = 0,945 9341 -3, X/i ^^30'2r,i6 

y q . sîn x' — p ]/ r . (cos(- -\- X) + » • sin (- + x)), I^og r -=- 0,730 7254 — 2 

-4-X^ 17^0' 44", 13, Log]/ r — 0,6826813-1, -=0,6826813-1 

Log p -^ 0,006 3895 = 0,006 3895 

Log COS(- + X) "^^P^^SO^^l^ "Jl^^S 8În( . +X)^0,466 2391 — 1 

0,669 6387 — 1, 0,155 3099— 1 

yq . sin x'= 0,467 3462 + ' « 0,14 2 9914 

sin 3x' -- p' (cos x'+ i sin xOi où: 

__ • e^*»'— 1 

p' = i j/ e^»»' - 2 cos 6 a' -\- e-^^\ tang x' ^ ~6bn~i • ^^*g ^ ^' 

Log e^ ^'= 0,466 14 Log e~ ^'''=' ,533 86 — 1, Log cos 6a' ^ 0,98O28,i — 1 

e^b' -=^,9251 e-*^'''== 0,3419 cos 6a' -^ — 0,9556 

4p'2 ^ 5,1782, e^*»'— 1 =^ 1,9251, e^^'+ 1 ---- 3,9251 

Log4p'-=0,714 18 , Log(e6'' -1)= 0,284 45 , Log(e®'''-t- 1) -= 0,593 85 



Log2p' = 0,357 09, Log( 6,,. I J = 0,69060 - 1 . 



e6b' i 



17 
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Log p '^ 0,056 06, Log cotg 3a' ^ 0,177 96 — 1 

Log tang yÇ — 0,868 56 ~ 2, x'- - 175"46'28^ 

en remarquant que sin 3a' et ces 3a' sont tous les deux des quantités négatives. 

l/q». sin 3x'-^ p'.l/'i-'(cos(^+ X') + i . sinQ -+ XU 

<i\ * j- 

~\- x'= —27" 13' 1", LogK r«= 0,i44 18-8 = 0,U4 13-3 

4 

Log p' = 0,056 06 = 0,056 06 

Log cos(— + x') ^ 0,949 04—1, Log sin (— + X') = ^*660 26„ — 1 
4 4 

0,149 23 - 3 ' 0,86045n— 4 



|/ q^ sin 3x' == 0,ooi 41 oo — i . O.ooo 7252 
^ix' ^= 2yq ♦ sin x'-~ 2yq^. sin 3x'= 0,931 8724 + i . 0,287 4332 
cos x' = l(cos Ç — i . sin Ç), où : 

l - i ye"'^' + 2 cos2a' + e-2^', tang Ç « Vrî • ^ang a' 

e -)- 1 

4Ï2 = e»' + 2 cos 2 8'+ e-»'' = 0,139 304; I-Ogf^^j) = 0,247 9852 - 1 

Log (4Ï*) = 0,143 9636—1; Log tang a' = 1,302 0511 
Log2t - 0,571 9818 — 1 ; Log tang g ^ 0,550 o ses 

L og t=- ,270 9518 -r, Ç = 74<»15'40,''97 

i^q . cosx' = î . iV'rCcosè — Ç) + i sin^ - Ç)), ^ - Ç = - 57"45'18",o 

4 4 4 

Logî- 0,270 9518 — 1 « 0,270 9518 — 1 

4 

Logl/r« 0,682 6813 — 1 •= 0,682 6813 — 1 

Log C0S(- — Ç) = 0,727 1676 — 1, Log SÎn(- — Ç) ° = 0,927 2545d — 1 

0,680 8007 — 2, 0,880 8876n — 2 

]/ q COS x' = 0,047 9513 — i . 0,076 012 9 

COS 3 x''= î' (cos Ç' — i . sin Ç'), où ; 

t' - i Ke^'''+2co8 6a'+e-6% tang Ç' = Vt"! • tang 3a'. 

-j- 1 

4î'î ^ e<*-f 2 cos 6a'4- B^^ - 1,3558; Log(4-:^î) - 0,6906 - 1, 

' e -y" 1 

Log (4t' ^) «= 0,1322; Log tang 3a' = 0,8220, 
Log 2 V = 0,0661 ; Log tang Ç' « 0,5126, 
Log t' ^ 0,7651 - 1; ^ ° 72»55'30" 

V^q^ cos 3x' = t'. ]/"r»(co8 (f X — Ç') + i . sin (f X — Ç')), fX - Ç' = 75«38' 

Log r = 0,7651 — 1 = 0,7651 — 1 

Logj/^r» = 0,1441 — 3 = 0,1441 - 3 
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Log cos (f X — Ç'j = 0,3947 — 1, Log sin (f X — Ç') ^ 0,9862 — 1 



0,3039 — 4 0,8954 — 4 

4 



|/ q^. cos 3x' -= 0,000 2013 + i . 0,000 7860. 



4 



^2X^ -= 21/ g . cos X^ 4- 2t/q^. cos 3x^ = 0,096 3052 — i . 0,150 4538. 

De là on trouve de plus : 

fe = - q . e-2«. ^x', ^,x -- - q . e-2«. ^^x', . 
02X == q . e~2'*. 02x', 03X -= q . e~^>^ ^sx', 
où q ^ r (cosX+ i . sînX), e~^** ==^ e^** (cos 2 a — î . sin 2a). 

Pour calculer les valeurs des ^fonctions de x on pose les ^fonctions 
de x' sous les formes: 

0x'-^ c + î.d = r(cosa-|-i.sina), 6ix'-^ ci+ î . di^ri(cosa, -|-î-sînai), 
^2x'-^=C24-i.d2=r2(cosa2+i.sma2), 6iX*= Ca-f- î . ds-^^ taCcosaa+i.sin as), 
où ï-= ]/^+d«, tanga = -, Xi= ]/cî+dî, tangaj-- - et ainsi de suite. 

C Cl 

On aura alors: 

fe -= — r . r . e^^'Ccos (a + X— 2a) + i . sin (a + X — 2a)), 

^ix -= - ti.r . e2»»(cos (a, + X — 2a) + i . sin (ot, + X -~'2a)), 

^2X = r2. r . e^^'Ccos (a2+ X — 2a) -[- i . sin (Og + ^ — 2a)), 

^3X = ta. r . e^^'Ccos (ag^ X — 2a) + i • sîn («a -(- ^ — 2a)). 

On a maintenant: 2a = 5,346 636= 306" 20' 22,7'', X = 66<>1'31",88, 

2a — X---240^18'50",8. 
Log 2b -=^ 0,792 6021 
Log Log e = 0,637 7843 — 1 
Log (2b . Log e) ^ 0,430 3864, Log (e^**) ^ 2,693 9304 

Logr ^ ^ 0,730 7254 — 2 
Log (r . e^*») =* 1 ,424 6558 



c ^ 1,042 737 29, d = 0,105 712 58 

Log c = 0,018 1749, Log C^ =* 0,036 3498 

Log d = 0,024 1267—1, Log d* = 0,048 2534 — 2 

Log tang a - ^ 0,oo5 9518—1 c^ = 1,087 30io 

a=365<^47'19",9 d^=^ 0,oii 1762 

2a - X == 240»18'50",8 r^ — 1,098 4762 

a + X — 2a -- 125«28'29",i Log ( r^^) «= 0,040 7907 

Log X === 0,020 3953 = 0,020 3953 

Log (r . e^^) == 1,424 6558 = 1,424 6558 

Log cos (a 4" X -- 2a) = 0,763 6855a— 1; L og sin(a+X— 2a ) - 0,910 8224— L 

1,208 7366n 1,355 8735 

Sx « 16,170 989 — i . 22,692 037. 
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Cl = 0,931^8724, 



di =^ 0,287 4332 



Log C, ^ 0,969 3564 — 1 Log cf = 0,938 7128 — 1 
Log di ----- 0,4 58 5369—1 Log df ^ = 0,917 0738 - 2 

cf = 0,868 3860 
df = 0,082 6178 



Log tang a, ^= 0,489 1805—1 
ai = 377« 8' 32",o 
2a — X--240«18'50",8 



tf ^ 0,951 0038 



a, 4- X - 2a --- 136^49'41'',2; Log(ïf) = 0,978 1822 •- 1 

Log ti ^= 0,989 0911—1 
Log (r . e^**) = 1,424 6558 

Log cos(a, +X- 2a) = 0,862 9089n — 1. Log sîn (a,4-X-2a) 

1,276 6558n 
OiX ^ 18,908 44 — i . 17,738 76 



0,989 0911 —1 
1,424 6558 
0,835 1763—1. 



1.248 9232 



C2 ~= 0,096 3052, 



d2= — 0,150 4538, 



Log C2 = 0,983 6497 — 2, 
Log da = 0,177 4032n — 1, 



Log c| = 0,967 2994 — 3 
Log d| = 0,354 8064 — 2 



Log tangOa = 0,193 7535n 



aa=-302«37'23",6 
2a— X=240018'50",8 



c| = 0,009 274 69 
d| =0,022 636 35 



ï? == 0,031 911 04 



o^+X— 2a = 62« 18'32",8; Logr| — 0,503 9409 - 2 

Log ta == 0,251 9705 —1 
Log(r . e^^) -= 1,424 6558 
Log cos («af- X — 2a) ==■6,667 1738— 1; Log sin(aa+X-2a)^ 

0,343 8001 
62X ^ 2,206 989 + î • 4,205 318 



0,251 9705 — 1 
1,424 6558 . 
0,947 1726 — 1 



0,623 7989 



C3 ^ 0,957 263 57, 



da =■-= — 0,105 754 50 



Log c| ^ 0,962 0630 — 1 
Log d| -^ 0,048 5976 — 2 



c| -= 0,916 3534 
d| =- 0,011 1840 



Log Ca = 0,981 0315 — 1 ; 

Log d a = 0,024 2988n—l; 
Log tang OC3 =^^ 0,043 2673n—l; 
aa -= 353«41'44",8, 

2a X -- 240^1 8^50^^8 , 
a3 + X--2a- 113«22'64>; 

Log ta --=" 0,983 6657 — 1 
Log (r . e^**) -^ 1,424 6558 

Log cos (aa-f X — 2a) ^^ 0,598 63iOn — 1 ; Logsin(aa+^-2a) 



Vf == 0,927 5374 



Loglf = 0,967 3314— 1 



0,983 6657 
1,424 6558 
0,962 7867 



— 1 



1,006 9525n 
^aX = — 10,161 375 + ' • 23,502 184. 



1,371 1082 



J 
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Pour trouver les fonctions elliptiques, on remarque qu'on a: 
1-4-1/ -1 1 / ^ . tc\ ,i. 1-1/ -1 1 / TC . . 7u\ 

donc:l/k-= 4-(cos5 + i.sin^); Kk'=_^(cos-'| - i-sjn^), 
?1? .^ ^^(co8(a, — a) + i . 8in (a, - a) ), 






Ccos{a2— a) 4- i • sin (aa — a)), 



^ _ _ H?(cos(a3— a) + î . sin (as- a)), 
et enûn: 
sinamu - p^. ^-= 1/2/^. (cos(ai-a— ^) + i . sin{a,-- a— ^)), 

cosamu = ~— -. tt" === ~ -• (cosCa^ - a—-) + i . sin Cota- « — -);, 
|/k ^x r 8 o 

^arau --=l/"k^|^==---- — .-VsCaa— a~^)+«^sîn(a3~a~^^^ 

1/2 ^ 
a -=^ 5'*47'19",9 Log ]/ 2 == 0,o37 6287 

— == 11^15' LogVi = 0,989 0911— 1 

a + — -= 17^ 2* 19",9, LogCj/ 2.ïi) - 0,o26 7198 
16 

a, — 17^8' 32'', o Log r = 0,020 3953 

a,-a-^ =- 0^^ 6' 12",i; Log(l/"2.^^ = 0,oo6 3245 =- 0,oo6 3245 

16 t' 

Log cos (ai -a— —- )=0,999 9993-1 Log sin(a, -a-—) - 0,256 2342 - 3 

0,006 3238 0,262 5587-3 

sin am u -^ 1,014 668 + i * 0,001 8 30 45. 

a-- 5^ 47' 19",9; Log r^ -- 0,251 9705 - 1 

- -- 22^ 30' Log r ^ 0,020 3953 

a + ^-=- 28'^ 17' 19",9 Log(-) = 0.231 5752 - 1 ^"^ 0,231 5752 - 1 

8 V 

0L2, = 302"37'23",6Logcos(a2-a--) =- 0,878 3882 - 2, 

O ■■ 

rf^^%J^^ 274<^20'3",7 Log8in(a2"a-.-) = ,998 756in— 1 
8 8 

0, 109 9634—2, 0,23 3313n— l 

cos am U -^- — 0,012 881 41 + i .0,169 9540. 

-■■ . - — ■ ■ I ■ ■ — — -■-—-■—-■ — -.l.»M ^ ..^ ' ' ^__ ' . 
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a -f- ^^ = 17<> 2' 19",9 Log V^2 -- 0,037 6287 
16 

tta -= SbSHV 44",8 Log r =- 0,o20 3953 



ag-a-:^ -- 336*^39' 24",9 Log(|/'2.r)= 0,o58 0240 
16 

Logrs ^ 0,983 6657 — 1 
I^Og ( ~8~^~ ) """ 0,925 6417—1 = 0,925 6417 — 1 

Log C0s(a3-a- — ;) =--^ 0,962 9131 — l,Log8m(a3-a--— )— 0,597 9540n — 1 

Ib — lo 

0,888 55 48— 1 0,523 5957»— 1 

^ am U ^ — 0,773 6682 + î • ^»333 8841 



Pour trouver Tamplitude: <p = ara u, on remarque que, si Ton a: 

cos q) -\-- \ , 8În q) « e*^* r(cos ^ + î sin ^) = re*^, 

I . Logr 
on aura: <z/ ^ am u - ip — \ . ;r~ • 

Loge 

Or on a ici: 

cos ^ =5= — 0,012 881 41 + i . 0,169 954 
î . sin q) = + 0,001 830 45 4" î » 1^014 668 

COS q> -\' \ , sin q) =^ — 0,oi4 711 86 4" i • lîl84 622=: - a-|-ib«*r(cos^+i.8ÎnV') 
où: r« = a^ + b^ cotg + = — r- 
Log a = 0,167 6676 — 2, Log a^= 0,335 3352 — 4, a^ -= 0,000 216 
Log b =^ 0,073 5798, Log b^ - 0,147 1596, b* ^ 1,403 329 

Log C0tg4> = 0,094 0878,1 — 2, 

ij>— 90<*42'41-,477 

= 1,583 2147 



r« 


--^ 1,403 545 




Log r^ 


= 0,147 2264 




Logr 


=^ 0,073 6132 




Log Log r -' 
Log Log e ^ 


= 0,866 9557 - 
^ 0,637 7843 - 


2 
-1 




0,229 1714 - 


-1 



Logr 

:;: = 0,169 5007 

Loge 
q) ^-~- am u =^-' 1.583 2147 — i * 0,169 5007. 

lUO. Si le modnle est réel, mais Targuraent une quantité imaginaire, on 
peut aussi trouver les fonctions elliptiques à Taîde des formules du troisième 
chapitre. 

Soit l'argument u ~ U dh î . d. On trouvera alors les fonctions ellip- 
tiques : sin am (u =t iD), cos am (u ± îd), z/ am (u ± iD) au module k expri- 
mées à Taide des fonctions sin am u, cos am u, /i am u au module k, et à 
l'aide des fonctions elliptiques sin am D, cos am D, ^ am t) au modnle complé- 
mentaire k'. Si Ton pose pour abréger: 



i5â 

sin am (u,k) = ç, cos am (u,k) = t|, z/ am (u,k) = J, 
sin am (D,k') ^ ç', cos am (D,kO •-= ^', z/ am (t),k') == j', 
les formules du 20 deviendront: 

sin am (u + it)) = ^ T ,.^2 "^ «» am (u-H))-=- '^ JÇ^' , 
(1) ^cos am (u + it)) = \_ 2 4^ ^os am (u ~ il))-- ^ ,^,'f -, 

z/ am (u + it)) - ^-^Vl^ ' ^ ^"^ ("~*^^ =" . ,V2 * 

Pour trouver Tamplitude : <p =^ am u ^== am (u 4" '^)t on procède comme 

dans l'exemple du paragraphe précédent, et forme l'équation: 

^ I .^\ I . • / I .^v 1 . am(u+ito) , # 1 • • in \7b 

cos am (u + it)) + 1 . sm am (u + iD) — e -^ r(cosV'Ti sin p)^tq^^ 

de laquelle on tire: 

: Log r 

a> ^ am u ^= am (u + î^) = ^ — 1 • ï" • 

Loge 

Si Ton change ici partout le signe de i, on aura: 

am(u~it))-V> + i.î^^^ ' 

Loge 

Or on a: 
cos am (u-{-iD)+ 1 sm am (u + iD) = -' ^ — \_J3 2 ^ t 4, ,v^ ' 

Donc on aura: 

r . cos y -= , , , , r sm H> ^ Ti7 
et de là: 

\ T 

am (u ± it)) = ^ =p i . ;^— . 

Log e 

Si U = o, on aura: ç == o, Ç = 1, J ^^^ 1, et les formules (1) deviendront: 

j-r' 1 i' 

(3) sin am (ÎD) -= -V, cos am (iD) ■=» -7, J am (ît)) =- —., 
ce qui coïncide avec les formules (1) du 19. Les formules (2) deviendront alors : 

r^ = IZ;!-, 4. =;= o, am (it.) = - i . ^^A 

Exemple 1. Soit k - i, k' = ^— u = u + iD -=• 1 + î, U == 1, t) — 1. 

On a alors: 

k ^=^^, a=30", sîna^-^tang^l^a, Log tang ^ a = 0, ^28 0525 — 1 

Log sin Oa ■ = 0,856 1050 — 2 

Oi^ ^ jO r 1^^904 ; I 02 — 2Q 3^ 30^^952 

mm 

Log K ^ Log Y — 2 Log(cos ^ a . cos |^ o^) + j: tang* \ 02. Log e. 
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Log I =^= 0,196 1 199 Log COS 1^ a = 0,984 9438 — 1 

l tang* ^ Oa Log e === 0,ooo 0002 Log cos i aa^ = 0,999 7196—1 

0,196 1201 Log (cos 1^ a . cos i Oa) =0,984 6634—1 

2 Log (cos 1^ a.cosia2) = = 0,969 3268 - 1 

LogK ^ ,226 7933. 

Ç>4 -= — - ; Log(360 u) ^ 2,556 3025' 

MX. 

Log K = 0,226 7933 
Log </?4 -^ 2,329 5092, <p4 = 213,55473 = 2l3<>33'17^03 

sin(2(/?2— <P4) -= tang^ | CX2 . sin (^4, Logsin<7?4 ^ 0,742 5l56n — 1 

2 . Log tang i 02 = 0,iii 2716— 3 
Log sin (2cp2 — (p4) =- 0,853 7872» - 4; 2(p2-<?^4-0^2'27^',30 

2(^2 - 213^35^44^33; <^2 — 106^47^52^17 

sin (2<7? — eps) -- tang*^^ a . sin q>z; Log sin <P2 = 0,981 0619 — 1 

2 . Log tang ^ a = 0,856 1050 — 2 
Log sin (2(p - <y?2) — 0,837 1669 - 2, Icp-cp^^ 3^^56^28^^44 

2(p==-- 110<^44^20^6l, (^---55<^22a0^ 3O 
Log î ^^ Log sin q) -=■• 0,915 3123 — 1 ; Log %' -= 0,830 6246 — 1 
Log l) -= Log cos (p ^ 0,754 5635 — 1 ', Logk'^=: 0,3 97 9400 — 1 
Log J - Log /l rp -^ 0,959 7*315 — 1 ; Log k^î ^- -0,228 5646—1, k'Y' = 0,169 2640 

_^ Log f' = 0,919 4630—1, 3^ -^ 0,830 7360 

k' -- -^ -, a'-60^, sîna2-=tang*ia',Logtangia'=0,76l 4394—1 

Log sin a'2=0,522 8787 - 1 

02'= 19^28' 16^39; èa2'=9«44'8",i95 

• ^. . ^ , ■■>■■■ — ■ , -, 

LogK'=Log5-2Log(cosJa'.cosJa'2)-h4tang*|a'2. Log e. 

Log 5 = 0,196 1199, Log tang ^a^2= 0,2345 ~ 1 ; Logcosia'=0,937 5306—1 
itang*^a'2Log e=0,o oo o94i L. tang*^a'2 = 0,9380—4 ; L. cos^a^2^ 0,993 7ooi— 1 

0,196 2140 Log Log e= 0,6378 — 1 ; 0,931 2307 — 1 

2L.(c.|a'.C.4a'2)=0, 862 4614—1 ^^Z^-^ 

Log K' = 0,333 7526 ; tang* J a'2. Log e = 0,ooo 3765 
360^. D ~ 

y 4"==' j^é' 1 Log (360 . D) ^ 2,556 3025 

Log K' = 0,333 7526 
Log (pU -= 2,222 5499, (pU = 166,93596 — 166^'16'^^46_ 

sîn(2<p'2- Ç^U) •^' tang^^a'2. sinç?4; Logsin7>'4^ 0,354 1852 — 1 

2 Logtang^ a'2 — 0,468 8^72^^2 
Logsin(2rp'2— ^^'4) — 0, 823 0824 - 3 , 2r/y2-^V=0»22'52",50 
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&\n{2(p*^q)'^)-^i2J\g^\Oi.\%mq)\\ Logsin 9^2'^ 0,997 3345 — 1, 

2Log ta ngua' = 0,522 8787 — 1 
log8in(2(p'.ç?'2) = 0,5202132—1, 2y^-<p^2=^19^20^50",35 

2<p' -« 103<*0'21",33 (p*--^ 51«30'10"67 



Logï'= Log sin (p*= 0,893 5622—1 ; Log3ç'^=0,787 1244—1 
Log^'=Logcos<7y= 0,794 1213—1; Log k^^=Q,875 06i3— 1 

Log j'- Log J (p*= 0,866 4403—1. Logk^ V^= 0,662 1857—1; k^V^ ° 0,459 3944 

Log l*^ =0 ,732 8805 —1 ; l * '^ = 0,540 6056 

\—1X* 

r^ -- r+if'' ^^S* = ^'^^^ 7315-1 ; 

Log JÇ' =0,893 5622—1 

Log (3^ = 0,853 2937—1 ', 3jç'= 0,713 3352 

Ï^OgCl — JîO = 0,457 3743—1; l—îî'= 0,286 6648 

y^Og (1+3^0 = 0,233 8423 ; 1 + 3^'= 1^13 3352 

Logr^ = 0,223 5320—1 ; L og r = 0,611 7660 ~ 1 = : — 0,388 2340 

Log Log r = 0,589 0936n — 1 

Log Log e = 0,637 7843 — 1 

Logr ^ /v 4 

-^ - •== — 0,893 9419 ; 0,951 3093n— 1 

Loge 

tang4» = ^^,; Log^' = 0,915 3123—1; Log t| = 0,754 5635— 1 

Log 3^ = 0,866 4403 ~ 1 ; Logy = 0,794 1213—1 
ï-og^*3' = 0,781 7526-1; Log^t|'= 0,548 6848—1 
Log^^' = 0,548 6848 — 1 

Log tang ri) = 0,233 0678 ; ^ =: 59^41^6^81 = 1,041 7037 



am 



(U ±i\))z=Ztl)zp\ . "^-- = 1,041 7037 ± i . 0,893 9419 

Log e 



8in am (u ± iD) = -y — ^' ; 

Log^ = 0,915 3123—1; Log^ = 0,754 5635—1; L.(l— 3î')=0,457 3743—1 
Log 3'= 0,866 4403—1 ; Log3 = 0,959 7315—1; L.( 1+3^ 0*0,233 8423 
Log(3Ç3')= 0,781 7526—1 ; Logî'= 0,893 5622—1 ; L.(1-3V^)=0,691 2166-1 
Log( 1 -3^ï'^) =0,6912166—1 ; Log ^^ =0,794 1213—1; 

0,090 5860 ; L og(t|3jr^^0= 0,401 9785—1 
Log(l-SV^) = 0,691 2166-1 

0,710 7619-L 
sîn am (u ± î\))=l,231 788 i i.0,5l3 7619^ 



17a 
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Log \) = 0,754 5635 — 1 ; 

Log ^^ = 0,794 1213- 1; 

Log (\)t)') = 0,548 6848 — 1 ; 

Log ( 1 —ft^) = 0,6912166— 1; 



cos am (u ± id) = . ,2 v^> 

Log^'=: 0,915 3123 — 

'^Ogî = 0,959 7315 — 

Logic* = 0,893 5622 — 

Log 3 ^ = 0,866 4403 



0.857 4682 — 1 ; Log (ÇJîr'j') = 0,635 0463 — 
Log (1— îV^) = 0,691 2166 --- 



0,943 8297 ~ 

COS am (u rfc itj) = 0,720 2250 =F î • 0,878 6780 

— .,111 I 

^ am (u ± ,t)) = «-i-Y^^yF^ ^ 

Log i = 0,959 7315 - 1 ; Log ^' = 0,915 3123 — 1 

Log t}' = 0,794 1213 — 1 Log t) = 0,754 5635 — 1 

Log i* = 0,866 4403 — 1 Log jc' = 0,893 5622 - l 

Log (jtj'jO = 0,620 2931—1 Log k^ = 0,397 9400 — 1 

Log (1— îV*) = 0,6912166-1; Log(k^3:9ïO = 0,961 3780 - 2 

0,929 0765 — 1 ; Log(l--jV^) =: 0,691 2166—1 

0,270 1614— 1 



^ am (u ± JD ) = 0,849 3300 =F ^ • 0^^86 2779 

Exemple 2. Soit k« = J, u = î . 1,2^ On a alors k' = ^, 
de l'exemple 1 du 100: 



donc 



en 



vertu de l'exemple 1 du 100: 

Logîç' = 0,959 6007 — 1 ; Log 5' = 0,614 

Donc on aura: 

_ iï 
8in am u = — 



9226 



- 1 ; Log j' — 0,949 4834 — 1. 



—;, Logr; = 0,344 6781 ; sîn am u = ! . 2,211 455 



727 



cosamu = -;, Log -^ = 0,385 0774; cos am u = 2,427 042 
^ am u =-^, Logr-^ = 0,334 5608 ; ^ am U = 2,160 532 

1 — r' 

^*= -i t ^i î î' = 0,911 1727; 1 — î' = 0,088 8273 ; 1 + î' = 1,911 1 
Log 1 — ^'' = 0,948 5465 — 2 
Log 1 -f- 1 = 0,2812999 

Log r^ = 0, 667 2466 — 2 ; Log r = 0,333 6233 — 1 = — 0,666 3767 

Log Log r =: 0,823 7198n -- 1 
Log Log e = 0,637 7843 ~ 1 

0,185 9355n 

. Logr Logr . . ^ ' 

am u = — 1 . - ; ^ = — 1,534 389 ; am U = 1 . 1,534 389. 

Log e Log e — ■ — 
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lUo. Pour trouver la valeur numérique de Tintégrale elliptique u, si l'on 
en connaît Tamplitude cp = am u, on doit résoudre par rapport à x une 
équation quelconque des suivantes: 

}/ k . sin am u = |/ k . sm <p = —, -jrirÇi . cos am xxzzz^^^ . cos. q) = -q- , 
z/amu /Icp V^l ~" k'^8in*<p Bin 

' 2Kx 

De X on trouvera alors u à Taido de la formule : u = . 

n 

La plus facile à résoudre des trois équations précédentes est la der- 
nière. Si Ton y substitue les développements de ^sx et ^x en séries infinies 
suivant les puissances du nome q, on trouvera: 

Jf _ |/"l— k^sin V _ 1 + 2q « cos 2x + 2q^ cos 4x + 2q^ cos 6x4-.. 
ï/"k' "" l/"k' "" 1 — 2q . cos 2x + 2q*. cos 4x — 2q». cos 6x + . . 

De là on tire: 
^ • _JL^ Jq) — Y^* 1 + 2q^ cos 4x + 2q^g. cos 8x +> ■» 

^^' ^-2ci'Jq> + Y^*\ I . C086X .4CÛSIOX . ^ 

cos 2x cos 2x 

et, si Ton effectue la division: 

1 ^^ — Y^* (4 I « A .. aCOsGx I 

(1) cos 2x7=x-.-7 — r~nrrri • \ 1+2q*. co8 4x— q^ .. >. 

^ 2q Jq) + Y^ ( cos2x ( 

Si le module k est réel et plus petit que l'unité on pose: 

(2) k = sin a, k' = cos a, sin a . sin <p = sin y, — = tang 5, 

cos Y 

et on aura alors: 

Je,. = Kl-kW<p = cos Y, ^^^ = ï^J^5= tang (J - 8). 

Donc en substituant dans la formule (1) on trouvera: 

(3) cos 2x = cos (^17 )=;--. tang (- — 8).< l+2q*.co84x - q*. . .1. 

K 2q 4 I cos 2x ) 

Si k . sin ç> est une quantité très petite, dont on peut négliger la puis- 
sance quatrième, on trouvera directement, en développant -y— en série: 



(4) 



u= r^ ^"P _ — r^d^(l+^k*sinV) = <P + ik2(2^-8in2^>). 

J V 1 — k^sin^o» V 
^0 

On peut du reste aussi déduire cette formule de la formule (3), si Ton 

y substitue: q = x^ k^(l + J ï^*); on trouvera alors: x=:^ — ^k'.sin2^, 

2Kx 7t 

et puisque u = , et K = — (1 + i^^)? on aura la formule (4). 

7t 2 

Si Ton fait usage des tables logarithmiques de 7 décimales, et que 
Tangle du module ne surpasse 30^, on- peut négliger q* et Ton aura alors: 

(5) cos 2x = cos (— ) = jr- . tang (-r — o). 

n. /q 4 
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Si l'angle du module surpasse 30^ sans surpasser 75^, il faut employer 
les deux premiers termes de la série (3). On cherche alors une première 
approximation de Tangle 2x à Taide de la formule (5) et substitue cette 
valeur dans le membre droit de Téquation: 

(6) cos 2x =;: cos (— ) = — . tang ( j — S) . | 1 -f 2q*. cos 4x |. 

Si l'angle du module surpasse 75^, il est plus facile d'employer les 

développements des ^fonctions suivant les puissances du nome complémentaire p. 

On doit alors préférer la formule: 

cos am u cos (p 1 ^2^ 

z/amu ^ (p Yk'O^x 

V* V' Vv* T-* -V» 

(") 0--) (1+-) (2--) (2+-) 

_ 1 p" — p " — p " +P " +P "-.•■ _ 

V^' (?)' (1-^-)* (1+?-)' (2-^)' (2+?)* 

p" -fp " +P "+P "^-P "+... 

2x _ 2x 4x __ 1? 

1 i-p(p"+p. ") + p'(p'^+P ")-••• 

i+p(p" + P ")4-p'(p"+P ")+... 

Si l'angle du module est plus grand que 75^^ on peut ici négliger p'*, 
et on tire alors: 

2x 2x ^ 

l^; PIP -t-p ^ — z/^+yk.cos(p* 
Si Ton pose maintenant: 

Ik = sîn a, yk = jAsin a = cos P', sin a . sin ç> = sin y 
cos p .cos Cp «i 71 r y ' 
-^ =tangô , p ^ = tang -J §, 

on aura: ^(p = cos Y, 

//q) — [/ k . cos <p cos Y — cos p' . cos q) 1 — tang 8' x 5. ^ 

-7 — Ti-r; — = i ^A — '^ — i «r -- ^^ng {- — o ), 

zlq}-\-\/ k . cos q^ cos Y + cos p . cos q) l -\- tang o 4 

2x 2x ' 

2 

p^-f-P ^ = cotg J^^+tang J^= y-^, donc: 

(9) 8in^= ?P — = 2p.tang(|+80, 

tang (--80 

_TC Logtangi^ _2Kx_ Logtang»i^ 
et : X — - . j , u — -^ — IV . Y " ' 

Log(-) Log(-) 

P P 

ttK 

ou, puisque : p = e ^ , Log (—) = -—, Log e : 

D K 



(10) u=: 
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K' Log tang ^ ^ 



n Log e 

Si dans les formules (12) du 96 on change k en k', donc a en — — a, 
C08 P = |/ C08 a en cos p' = y sin a, q en p, K en K', on aura : 

_i* 2ift^/i 1 1* 8iR^\ ^T* — '^ l+i-tangs^p' 
p = .i tang^ i P' (1 + i tang^iPO, K' = -. ^^^ÂJ* 

ou, puisque on peut ici négliger p*, donc tang® J P' : 

En substituant ces valeurs dans les formules (9) et (10) on aura donc: 

(11) cos P'=:Ksina, sin ^=tang^ kV . tang(J + 8'), ^'=^^^^^^V^r 

_2x 
On remarque ici que puisque p <C 1, on a: p ''= tang^^>> 1, donc^> — . 
Si l'angle du module surpasse 89^ on trouvera en développant suivant 
les puissances aacendantcs du module complémentaire k': 

(11) u= f v -j^ -- . . r'?'__l?____ . r-^^(i-ik-tgv)= 

J Kl-k^.sin^ç; J cosipKl+k'^.tangV ^ ^^®^ 

7t . <p TZ . CD 

Log tang(- + ~) ^ .; _ Log lang( j + -) 



* * QO^'^qy Log e f 



Log e 
On peut du reste aussi facilement déduire cette formule de la formule 

(7) en y substituant les développements de — — , de l/^k et de p suivant les 

cos ç> 

puissances ascendantes de k^ 

Exemple 1. Soit a = 1*>, k = sin 1® = 0,oi7 452 406, (p = 60*\ 
On a alors : u = ^ -}- ^ k^ (2q) — sin 2cp) : 

2Ç? = 2,094, Log k = 0,242 — 2 

sin 2q ) = 0,866, Logk^= 0,484 - 4 
2q) — sin 2(p = 1,228, Log 8 = 0,003 



Log^k^ = 0,58l — 5 ^ 

Log {2cp — sin 2q)) = 0,089 
Log (à k*(2^ — sin 2qj )) = 0,670 — 5, ^ k2(2ç^-- sin 2<?>) = 0,ooo 0468 

g) = 1,047 1976 



u=:qj -\- lk'(2qj — sin 2qj) = 1,047 2444 
Exemple 2. Soit k^ = ^, a = 45^, (7^ = 60*^. L'intégrale elliptique 
cherchée sera alors: 



/^^ d(p r-- dx 
^^ Kl- |sin> "" J ^ y i^x^.yïHï 

sin Y = sin a . sin <7^; Log sin a = 0,849 4850 — 1 

Log sin q) = 0,937 5306 — 1 



^x 
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Log sin Y = 0,787 0156-1, Y = 37*^ 45' 40",48 



5. V vos CL 

tang = 1 Log cos a = 0,849 4850 — 1 

cosY - 

Log|/^C08 a = 0,924 7425 — 1 
Log cos Y = 0,897 9400 ~ 1 

Log tang 8 = 0,026 8025, s = 46*^ 46'0",78 

Dans Texemple 10 du 96 nous avons trouvé: Log q = 0,635 6236— 2; 
donc on aura comme une première approximation: 
cos 2x = — . tang(- — 5), Log tang(- — 8) = 0,489 2230n— 2 

Log 2q = 0,936 6536 -- 2 
Log cos 2x = 0,552 5694,1— 1 

TT - 2x=69«5'20",09 



2x =1 10^54^89 ",91 ; 4x = 221 ^4 9^ 1 9",82 

De là on trouvera la valeur exacte de x par la formule: 
cos 2x = — . tang (- — 8) . { 1 + 2q*. cos 4x }. 

Log cos 4x = 0,872ii — 1 
Log q* = 0,542 — 6 

Log 2 = 0,301 

Log (2q*. cos 4x) = 0,715,,— 6 
2q*. cos 4x = — 0,000 0052. 
Log(l-f2q*.cos4x)=2q*. cos4x. Loge = 0,999 9977 — 1 

Log {- . tang(- — 8)) = 0,552 5694„ - 1. 



Log cos 2x= 0,552 567 In — 1 



2Kx _ X 



TT — 2x = 69^ 5^20",5l, 2x = 1 10^54^39''49 
X = 55^2749^74 = 199 639^74 

u = '^ izz K . -TTTXTTz. Dans l'exemple 10 du 96 nous avons trouvé: 

71 324 000 ^ 

Log K = 0,268 1273 

Log X = 5,300 2470 



5,568 3743 

Log 324000 = 5,510 5450 



Log U = 0,057 8293^ U = 1,142 429 

Exemple 3. Soit a = 80'\ k = sin 80*^= 0,984 8078, <p = 70^. 
On a alors: 
cos P' = j/^sin a ; Log sin a = 0,993 3515— 1 . 

Log cos P' = 0,996 6757-1, P ^ = 70 4^48^5 

sin Y = sin a . sin y ; Log sin a = 0,993 3515 — 1. 

Log sin cp = 0,972 9858 - 1 . 
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Log sin Y = 0,966 3373 



tang o' = ; Logcosp = 0,996 6757 — 

Log C08 q> = 0,534 0517 — 



Log (cos P'. cos q)) = 0,530 7274 — 
Log cos Y == 0,578 5831 — 



Log tang h' = 0,952 1443 



, Y==67043'52",6 



, Ô'== 41050' 58",59 



sin ^ = tang^ J ?'. tang(^ + 5'); i P'= S^ 32' 24",25, ^ + 8'= 86« 50' 58",59, 

Log tang I P' = 0,791 4422- 2 
Log tang'^ i P' = 0,582 8844 — 3 
Log tang (— + 80= ' ^259 3201 

Log sin ^ = 0,842 2045 — 2 
TT - ^ = 3«59'14",24, g = 176^ ^45^76, j g = 88^0-22^88 

U = ^g^^"g| J . LogCOsJP'=0^9991705-l 

2 Log e . cos* 4P o * 

Log cos"* i P' = 0,996 6820 — 1 
Log (2 Log e) = 0,938 8143— 1. 
Log (2 Log e . cos* i P') = 0,935 4963 — 1 
Log tang JÇ= 1,458 2996, LogLog tg.^^ Z= 0,163 8468 



Log u = 0.228 3505, U =: 1,691 806 



Exemple 4. Soit a - 89*^, k - sin 89*^ = 0,999 8477, <p=60^. On a alors : 



u 



^ Logtang(^ + |) .^^^ 



Log tang(- + --) 



Loge 



cos'^^p 



Log e 



} 



T + ? = 75«, Log tangC j + ^) = 0,571 9475 



4 

.7C 



^\ — 



Log Log tang (- + — ) = 0,757 3562 — 1 

4 l 

Log Log e = 0,637 7843 — 1 

0,1195719 



9 



Log tang (- + ^) 



Loge 



= 1,316 9579 



—-^ = 21/3 = 3,464 1016 



cos^9 



2,147 1437 
^k'* =0,000 07619 



lk'2 



!sîn 9 
cos - 9 



TU 9 

Logtang(~ + -) 
Loge 



}=0, 



000 1636 
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Log tang ( j + ~) 

= 1,316 9579 



Log e 



U= 1,316 7943 



1 " I ♦ Dans le cas précédent oti le module est réel et plus petit que l'unîté, on 
peut aussi directement employer la transformation de la formule (1) du 80. 
Si dans cette formule: 

dç _l+k2r92 ^Ç —H-k^ 



J Kî— k'^sin^ç 2 J ^/l-k|.8in^ç 



2 -"^ 





1-k' 
où 



ù: kg = — -pr^, tang(ç2~9) = k'. tang ç, on pose comme auparavant: 



I k = sin a, ka=^ sîn ag, on aura: sin «2= tang® ^ a, 
(1) <l+k^_ 1 



u 



(2) 



En continuant de la même manière, on aura de plus: 

1+k 1 

,k4- sîn a4= tang® ^ttj, —— ^= ^^^^^.^ , tang(94-9a)=cosa2. tang 92, 



l-|-k4 ^^ A 5* 

* "" ~2~ • "* ~ 2cos^èa2' '*''°^- "" "" 4cos® Ja.cos^^a^' 



Ug = — - — . U4 = ^ Q|_ , donc : u = 
et ainsi de suite. 



Quand on aura de cette manière trouvé une valeur de kn . sin cp» = 
= sin ttn . sin Çn assez petite, on trouvera u„ à l'aide de la formule (4) du 
paragraphe précédent ; 

(3) Un = 9„ + I sin®a„ (2 9„ - sîn 2 9„ ). 

Exemple. Soit k®=- ^, a==45^ 9 = 60^. On a alors: 
sin a.2 = tang® ^ a; Logtang J a = 0,617 2243 — 1 

Log sin tta = 0,234 4486 — 1, aa= 9^ 5 2^5^41 

•i <Xa = 4^5C^ 22^\70 
sina4=tang^ ^aj ; Logtang q ol^^=^ 0,936 6505 — 2 

Log sin a4 = 0,873 3010 — 3, Oi^:= 0Q2 5'40'',743 

^a^ = 0Oi2\50^37i 

tang(92-9)=cosa.tang9; Logcosa= 0,849 4850 — 1 ; 9 = 60*^ 

Log tang 9 = 0, 238 5606 
Log tang (9a - 9) = 0,088 0456, 9^ — 9= 50H6'6'\5i 

9 a = 110<M6V\5i 
tang(94-92)=cosa2.tang92; Logcosa2==0,993 5ii8 — 1 

Log tang 9. 2=0 , 421 0918» 
Logtang(94-92)=0,4i4 6036n; 94-92=111^3'13'\90 



94 = 22l«49'20",4i = 3,871 53oi 
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U4=94+Fsîn2a4(2ç4— sîn294); 294-= 7,7431 

8În 294 = 0,9939 

294— sîn 294 ^ 6,7492 

Log (294 — sîn 294) ^ 0,8293 

Log sin^ a4 -=^ 0,7466 — 5 

JjOg ^ = 0.0969 — 1 
0,6728 — 5 

^sîn^a4(294 — sîn 294) ^ 0,oooo47l 

94 = SSTl 5301 
U4 ^ = 3,871 577 2 



Il =^ - 



^-^j * Q-,- — , Log 2 = 0,301 0300 

Log COS ^ a = 0,965 6153 - 1 
LogCOS^ ag = 0,998 384 — 1 

Log (2 . cos ^ a . cos ^ a^) = 0,265 0293 

Log (4 cos- ^ a . COS^ 2 ^5) ^ 0,530 0586 

Log U4 ^ = 0.587 8879 
Log U '- = 0.057 8293, U ~^ 1^142 42 9. 

lUo. Si le module k est réel, mais plus grand que l'unité, on emploiera 
la transformation donnée par la formule (8) du 84. Si Ton y pose ku au 
lien de u, on a: 

sin am (ku . 1^) - k . sîn am (u,k), où 1^ ^= -,-. 
Donc, si Ton pose! 

(1) sin am (u,k) ^-x, h =7-, sîn am (ku, h) ^ ^, ku -= U, 

k 



on aura: 
(2) 



;. • r^ dt u 

Exemple. Soit k^ -2, x - Î-. ^. On a alors: ^^= J, ^ = kx =|/'2/ ^- 

Vs 

=^ -^ sin 60^. En vertu de l'exemple du paragraphe précédent, 

on a alors: 

u ^ 1,142 429, Log u ^ 0,057 8293, 

Donc : u --= - --= - >-, Log | / 2 =•' 0.150 5150 

Log u ^ 0,907 3143 — 1, u ^ 0,807 8194 



lUy. Si le carré du module, k^, est une quantité négative, k^^= — 1^, 
on emploiera la transformation donnée par la formule (3) du 83. Si Ton y 
pose k'u au lieu de u, on a: 
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fyt -X , j sîn am {u,k) 

sin am (k u, f) ^= k . —. . , . , 

J woï (u,k) ' 

où, k' =l/T+Z^, k =^ — i/, ! = -=^ y^ Donc si Ton pose: 

' k' 1/1 + /^ 

(l) sîn am (u,k) ^= x, ! = ^ , sin am (k'u,l) = ^, k'u -=^ u, 

on aura: 

Exemple: Soit k^^= — 1, x= 1, donc: 

/^ dx _ r^ ^■'^ 

. l7T-^^]/r+P ""J V 1 - x^ 



' 



On a alors: l^^ — k^ = 1, k' = }/"2, I -= 



l 



2 = 1 



^ "^ iTi; ^= !• Or on a en vertu de l'exemple 10 du 9Q : 

r^ df 

" =^ / i-Â^^ r- - r/^ ^ 1,854 075, Log U -= 0,268 1273 

J Kl— ^2.Fl-.ig2 

rx n VL ^ 

Donc: u ■=- -, = ^ ; Log u ^ 0,268 1273 

Log |/^2 ^== 0,150 5150 _ 

Log u -^ 0,117 6123, u =^ 1,311 029 

1 lU. Si le carré du module, k^, ou si Tamplitude, cp, est une quantité 

imaginaire, on emploiera encore la transformation de Landen. Seulement 

alors au lieu de calculer Çg à laide de la formule: tang (Çg — 9) ^ ^'- <^"g 9i 

il faut calculer les quantités, ordinairement imaginaires, x^ ^^ sin 9 g et 

(/ 1— x| -^ cos 92 à laide des formules (l) et (2) du 79: 

/1. , t é\ 8in9.cos9 ^ /-- -z 1 — (l4-k') .8În^9 

X2 - sm9., - d+k'). — j ^ , 1/1— xi --C08 92— —^-j^ ^. 

La transformation de L an d en sera donc alors exprimée par les équations : 

/x d x ^ 1 rx2 dx _ "2 

VT^x^vT^^^" 1 +k'- J Krrx^.Kr_i3x«"r+k'' 



(1) L: k[=.f=^;, .,^(i+k'). ^'"^,r'p =(i+k').,^j£g 



x« 



- _ 1— (l+kQ.sin^ ^ 1— (l+k')x« 

Ou bien on fera usage de la transformation du 82. Si Ton y pose 

sin X49 on aura alors en remarquant que : 

1 --z/9 ^ (1 — z/9)^ ^9 — k^ _ (z/9 ~ k^)^ 
r+^9 ~ k2 8in^9 ' ^9 + k' "" k^'cos^ 9 ' 



(2) 
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/x dx 2 /•X4 dx _ 2u4 

ou : k4 - y^ ^^j^,;- ""* "■ 1 - Y\' ■ k sin ç • k C08 ç ~ 
l-|/"k'*" kx * k|/l^« ' 

^/^T^ ^ ygÔ+k Ô ^9-Kk' _ _ 

•"^ * 1-Kk' Vl+^Ç-K-^Ç+k' 

^l/^2(l + kÔN . Vï^^^'-T/k' 



Quand on aura par une ou plusieurs de ces transformations réduit le 
module à une valeur k„ assez petite pour qu'on puisse négliger sa quatrième 
puissance, on trouve l'intégrale correspondante Ug à l'aide de la formule (4) 
du 106: 

(3) u„ = p°-— ==^î==_= -= Xn+ik«(X„-x„]/-i:^),oùx.=sinX„. 

La valeur de x„ sera ordinairement imaginaire ou plus grande que 
l'unité. On trouvera alors la valeur correspondante de Xn P^i* ^^^ formules: 

• * f 

(C08)Cii+i.8in)Cn=l/^l — x?+ iXn==-r(co8TM-"i'Wn vp), oue "=r.e^; 

Exemple 1. Soit k = i, x = 2. On a. alors x ^= y» ®*' ^^ vertu de la 
formule (1) du 16, on aura alors: 

u= p __%__. =K±iK', 

J |/^l-x''.l/l— k^x* 

où le signe du second terme sera + ou — suivant que le radical |/ 1 — x* 

finisse par ïT» ®" P*^"* "1" T • ^^ °^ * trouvé dans l'exemple 9 du 96 

que pour k = ^ on a: K = 1,685 750, K' = 2,i56 155. Donc on aura: 

U ==^ 1,685 750 ± i . 2,156 515 

où le signe sera +, si j/^l — x^ finit pour x ^= 2 par la valeur — i V 3, 
mais —, si |/ 1 — x^ finit par la valeur + î 1/3. 

Nous chercherons maintenant la valeur de l'intégrale u à Taide des for- 
mules précédentes sans faire attention à la coinçidence x ^=^ v, qui sera pour 
nous seulement un moyen de contrôle. 

Les formules (2) donnent alors: 

k' --= ~^, 1^4 ^ {"- ^^V--)^, 1/2 = 1.414 213 562, 1/ 3 = 1,316 074 013, 

^ ' ^V^ + 1/3/ 

|/'2 - }^3 = 0,098 139 549, Log (1/2—1/^3) — 0,991 8441 - 2 
1^2 + }/^3 -= 2,730 287 575, Log (1^2 +l/"3) ^ 0,436 2084 
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Log j/'k^ - = 0,555 6357 - 2 

Logk4 — O^Ul 2714— 3, k4 = 0,0 01 292 0265 

_ Ijj/k' — k' __^ 1+V ^' k^ _ . |/"2+l/3 
''^ " ' 1 - V k' • kK- 3 " 1 - V'k' ■ i-kK 3 ■""■ ^ ' y 2 -~ 1/3 ' 
OÙ l'on doit choisir le signe supérieur, si |/ 1 — x^ finit pour x == 2 par la 
valeur: — i j/^3, le signe inférieur, si V^l — x^ finît par la valeur-}- i]/^3. 
/!/ 2+1^3 \ 

Log I 4 — J ----= 1,444 3643, X4 ---= qz î . 27.820 46 

^Y2—yr ========= 

t/-\ -l Ym+k*) 1/4+- 21/3 , , «,/-o r, 

y l~x|-~--^-^--^==-- ^^ : ; 4+2y 3 -=7,464 1016, 

Log (44-2K3) -- = 0,872 9775 
Log 1/4 + 21/3 =•- 0,436 4888 
Log (l/'2-l/3) = 0,991 8441 -- 2 

Logl/l — x| = 1,444 6447n, l/l — x| «- 27,838 43 



j/l — x| f i X4= — 27,838 43 =t 27,820 46 =t r (cos <j> + i . sin vp). 

r = —^ — — , ou r = 55,658 89, vp = 7U ^ 3,141 5927 
55,65889 

Log r = qp 1,745 5345, Log (=F Log r) -= 0,241 9285 

Log Log e = 0,637 7843 — 1 



('^ Log r \ ^ Log r < , 

''"Sl'Li.ge-/ =" ^'«°* ***'' ToiV = "F 4,019 243 

, . Log r ^ _i_ . j 

X4 = Y — ï • ~i- = 3,141 5927 =*= 1 . 4,019 243 

Liog e — 



«4===X4 + Tkl(X4~X4l/ 1— x|); X4--=Fi. 27,82; j/l -x|=-27, 



84 



Log k4 -- -0,1113 — 3 X4|/"l--rx| = ± î . 774,5 

Log k% — 0,2226 — 6 X4 = 3,142 ±i. 4,0 

Log 4 ^ 0,6021 )C4- X4I/I— x'I ^ 3,142 ± i . 770,5 

Log Y =- 0,6205 — 7 ; i t| -= 0,ooo 000 4173 



4 



i ^4 (X4 ■" X4T/I — x|) ^^ 0,000 0013 q= i . 0,000 322 

X4 "^ 3,141 5927 ± i . 4,019 243 



"4 " ^ 3, 141 594 — i . 4,018 921 "^ a ± ib 

2u4 4u4 _ ^ ^ , ^ 

u ^/TTV/-i"Tv2 ^ 4 î Log a -- 0,497 1501, Log b = 0,604 1095 

iii" y k ) (1/24-1/3)2 

Log 4 -- ^ 0,602 0600 = 0,602 0600 

Log 4a =^ 1,099 2101, Log 4b = 1,206 1695 

Log (|/2 4- 1/3)2 =0,872 4168 =: 0,872 4168 

0,226 7933 0,333 7527 
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U ^ " 1,685 750 ^ i . 2,156 516, * 
1 4-l/- 1 

Exemple 2. Soit k*^ = ~~— , 9 =- 30^, donc: x =- sin.9 = ^. 

On a hIofs en vertu de l'exemple du 99: 

k4 -^ r(co8a+ î. sina), où logr = 0,o63 5123— 2, a =^ 132^3' 10",64 

_/ç =|/"r-k«x* ; k2x«= i^' . i = i—, 1 -k V- -7- = p. (cos p - i . sin p), 

^ o o 

où p = ^ — , tang p=== I ; Log|/ p = 0,973 1975 —1 = 0,973 1975 ~1 

8 B 

\ Log 50= 0,424 7425; Log COS- = 0,998 9061—1; LogSÎn -^^ 0,850 5790—2 

^ . /i — 

\ Log 8 = 0,451 5450 
Log 1/p = 0,97 8 1975 —1 0,972 1036 — 1 0,823 7765 —2 

Log tang p --■= 0,1 54 9020 — 1 ; ^Ç = 0,937 7857 — i . 0,066 646 37_ 

p=-*80 7'48",37; |- = 4«3'54",i85 

r - - —-■■-■■ — -■— ■■ .. ■ ■ -...-.■ ■ ■■■- ■— - ■■ 

^1 1— J^p ^<y? — k^ _ 2 (l — J(p){Jcp—k') 
* j/^k4 ' k.sin<p * k.cos^ V^J'4 k"'^8in2ç> 

1 — Jç)=^ 0,062 2143 + i • 0,066 646 37 ^- a + ib = a (cos Y + i sin y), 

où: a^ = a^ + b*^, tang y ~ — ; 

a 

Log a = 0,793 8902 — 2, Log a^ = 0,587 7804 — 3, a^ = 0,003 870 619 

Logb ^ 0,823 7765—2, Log b^ = 0,647 5530 — 3, b* ==" 0,004 4 41 739 

Log tang y ■■= 0,029 8863 C^ ^"^ 0,008 312 358 

y = 46^58Ml^54 Log <J* ---0,919 7242-3 

Log G = 0,959 8621 — 2 



k'^-=- ~ = ^7 (cos J — i . sin ^); k'— - -^ (cos J - i . sin J). 

Log 1— = 0,924 7425 — 1, = 0,924 7425 — 1 

J/2 

Log cos g = 0.965 6153 — 1, L^g sin ^ =- 0,582 8397 — L 
0,890 3578 — 1 ' 0,507 5822 — 1 



k' ^- 0,776 8870 — i . 0,321 7972 
^(p = 0,937 7857 — î . 0,066 6464 

Jq> — k'-= 0,160 8987 + i . 0,255 1508 = a'+ ib'= a' (cosy' |- i sin y') 
■ où : C7"^-= a''^+ b'2, tang y' -- -^. 

Log a' =- 0,206 5525 — 1, Log a'^ == 0,413 1050 — 2, a'^ ^ 0,025 888 39 

Log b' ^^ ,406 7970— 1, Log b'^ =^ 0,813 5940 — 2, b'- == 0,065 101 95 

Log tang y' -^= 0,200 244& CJ'^ == 0,09 990 34 

'^' ^ï^^!^^ ^76 Log G'^ ^ ^Ô7958'995 3~ 2 

Log a' == 0,479 49 77— 1 
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^ 2 



, 8111 2(p =sin 60"^ — ^ , k^. sm 2(p •= -^— » 21/^^^^^ 4 "^ ' * ^"^^^ 4^* 

C7C7'l/'32 , ..7t . OL ,. . . TU , a ~ 

X4- -^7^^— (co8(^+ 2— T - ï ) - » • 8in(- + ~ — Y - Y))- 

^ = 45° Log 1/32 =» 0,752 5750 Log ]/"r =^ 0,031 7561 — 1 

- - 66" 1' 35",32 Log a •== 0,959 8621 - 2 LogJ/ 3 = 0,238 5607 

1 1 1«1/ 35",32 Log a' =- 0,479 4977- 1, . Log^/Sr ^ 0.270 3168 — 1 

Y+ T-104^44^3^\30 0,191 9348 - 1 

? + ^-ï-T'=6n7'32'',02Log(K3r)- 0,270 3168 - 1 

~'~(Jay 32 " ~ 

Log -Yy- — = 0,921 6180 — 1 

^ /a(j'l/32\ ^ 

Log ( -.^ ) -= 0,921 6180 — 1 = 0,921 6180 — 1 

TU CL TU ÛL 

Log cos (-+ --y-y0=0,997 3758 — 1 *, Log sin (j + ô""Ï"T') ^ O.039 8085 — 1. 

0,918 9939—1 0,9614265 — 2 

■ — ■ T ■ " ■ ■ — ■ ■ ■■--«Il .11. - 

X4 = sin X4 " = 0,829 8390 — J . 0,091 5011 

)C4= K I-X4 i — -,' , .-71 — ,1 ;1/k'='T: (co8— -i.sin-— ). 

î-'Og -^ = 0,962 3712 — 1 = 0,962 3712 — 1 

y 2 

Log cos — = 0,991 5739 — 1, Log Sm — == 0,290 2357 — 1 

0,953 9451 — 1 0,252 6069 — 1 

|/k' ==• 0,899 3839 7- î • 0,178 8986 
J(p = 0,93 7 7857 — i » 0,066 6464 

^ç> — |/k' =^ 0,038 4018 + i. 0,ii2 2522-a+ib=l(co88+isin8) 
oùi^^-a^+b^ tang8-=i^, 
Log a =^ 0,584 3515 — 2, Log a^ = 0,168 7030 — 3, a*^ == 0,001 474 698 
Log b = 0,050 1948 — 1, Log b^=^= 0,100 3896 — 2, b^ = 0>012 600 554 
Log tang 8 = 0,465 8433 î^ = 0,01 4 075 252 

8 ^ 71%^50^52 Log L^ ===0,14 8 4562-2 

Logt = ="0,074 22 81 — l 

14- ^(P "^ 1,937 7857 — î. 0,066 64637 =^a' — ib' =- 1' (cos 8'— isîn 8') 
où : i'^- a'M- b'^, tang 8'-= -^, yT+J^-y ^(cos^— - i • sm -). 



cos 



,755 015 



a ^ 

Log a' ^ 0,287 3058, Log a'*=-= 0,574 6116 , a'^ = 3,' 

Log b' -■== 0,823 7 765 —2 , Logb'^-= 0,647 5530 — 3, b"^ ^ 0,004 442 

Log tang 8' = 0,53 6 4 707 — 2 ti'^ === 3,759 457 

8' =- 1 "58'ïl",28 Log V^ — ,575 1251 



8' 



ou 



5 =_0 "59^ 5^64 Log >/'i' = 0, us 7^ 

^(^ = 0,937 7857 — î . 0,066 6464 
k' = 0,776 8870 — i « 0,321 7972 
J(p+k'= 1,714 6727 — î . 0,388 4436 = a"-ib"-î:"(cos8"-isîn8") 

ù V"^= a"«+ b-^ tang 8" = ^', ^J^+k' = K^-Ccos ^ - i . sin Ç). 

a 2 2 

Log a" = 0,234 1812 , Log a"^ = 0,468 3624 , a"'-* = 2,940 102 

Log b'' =^ 589 3279- 1, Log b"* = 0,178 6558 - 1, W^ = 0,150 889 
Log tang 8^' = 0,355 1467 — 1, • V*'^ = 3,090 991 

8" = 12^4 5^51^81 Log r^g = 0,490 0977 

^ = 6Q22^55'^905 Log |/^r ^= 0,122 52 44 

1 -f k' = 1,776 8870 — i . 0,321 7972 
2(1 + k') = 3,553 7740 — i . 0,643 5944 = c — id = S (cos £ — - i . sin e) 

où s*^ — c^ + d^, tang s =- - . }/"2(l+kÔ -^ V» (cos | — i . sin U. 

Log c = 0,550 6898 , Log C^ ■=» 1,101 3796, , C^ = 12,629 308 

Log d — 0,80 8 6122— 1, Log d^ = 0,617 2244 — 1, d'^ =^ 0,414 214 
Log tang £ =0,257 9224— 1, 8* == 13,043 522 

S -= 10<^15'54'^36 Log 8^ — - 1,115 394 9 

-^ r= 5« 7' 57",18 Log y s -=» 0,278 8487 

|/k' --= 0,899 38^9^- i . 0,178 8986. 
1 — l/"k' -^ 0,100 6161 + î . 0,178 8986 — c' + id' ~-= s' (cos £' + î • «in £') 

d' 

où : s'-^ — c'* -I - d'-, tang £' — ; . 

c 

Log c' —0,002 6675 - 1, Log c'* -= 0,005 3350— 2, c'^ --- 0,010 123 60 

Log d' ^^0,252 6069 — 1 , Log d'^ = 0,505 2138 — 2, d'"^ ^= 0, 032 004 70 

Log tang £' =0,24 9 93 94 s''^ =-■; 0,042 128 30 



£' ---^SOl^SS^iS^oe*; ' Log s'^ == 0,624 5739 - 2 

Log s' =^ 0,312 2869 — 1 

^" ^'- .yvyik''' ^^ + y + y ^ 2 " ^^)+--«»"(^+ y +t-2'^oj- 

8 -= 71^ 6'50",52 Log l = 0,074 228I — 1, Log s'=0,312 2869— 1 

8' 

2 = 0^59' 5",64 Logj/s " ^^ Q ^2 78 8487 UgVt'-0,143 7813 

8" 

y ^ 6<^22'55'^905 Log (q/s) -= 0,353 0768-1 Logj/ r '=0,122 5244 

78«28'52",065 L.(8Vr.l/rO=- ,578 5926 -- 1 =0^678 5926- 1 

~ +£* ^65^46^42'',24 t ^g yi/yf |/ f;7 = 0,774 4842 - 1 = 0,774 4842- 1 

X' ^ 1 2^42' 9",»25, Log cos X' =^ 0,989 23 80 — 1; Log sinX '^0,342 2108— 1 

0,763 7222 — 1 0,116 6950 - 1 
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C08 X* "== ^^580 3931 + i . 0,130 8263 
î . SÎn X4 ==• 0,091 5011 +i . 0,8 29 8390 

6^X4 = 0,6718942 + i • 0,960 6653 = a + ib = r(cos V^ + i sin 4»), 

où : r^ = a^ + b*^, tang ^ -= — , 

a 

Log a = 0,827 3009 — 1, Log a^ = 0,654 6018 — 1 a^ = 0,451 4419 

Log b = 0,982 5721 -J Log b^ -=^ 0,965 1442-1 • b^ ^ 0,922 8778 

Log f ang 1p = 0,155 2 712 r^ =J ^374 3197 

ip -= 55^1'5r',09 Lpg r^ --=0, 138 0877 

= 0,960 4697 Log r = 0,0 69 0439 



^^ = 7/) — î . —^ , Log Log r =^ 0,839 1253 — 2 

Log Log e ■=--=^ 0,637 7843 — 1 
0,201 3410— 1 



Logr 

^0,158 9795 



Log e 

X4 = 0,960 4696 — î » 0,158 9795 



"4 ^ X* + i ^4 (X4 — fiin X4 . cos X4), 

sin X4 ^ R (cos X - i . SÎn X), Log R — 0,9216 - 1, X — 6<^I7'32",o2 
cosX4-R'(cosX'+î-sinV), Log R^=-- 0,7745 — 1 , V- 12^ 42^ 9^825 

0,6961 - 1 -LogCR . RO — 0,6961 - 1, V-X= 6"24'37",805 
Logcos(X'-X)=0,9973^L Log sîn(V-X) -0,0479 — 1 

0,6934—1 0,7440 -— 2. 

sin X4 • cos X\ = 0,4936 + î . 0,0555 

X 4 ^ 0,9605 — i » 0^1 590_ 
X4 - sin X4 . COS X4 -^ 0,4669 — i . 0,2145 = a -ib "- p (cos ^ - i sifi^) 

011 p' - a^ ^ - b^ tang P = | , 

Log a = 0,6692 — 1,. Log a^ ^ 0,3384 — 1, a^ -- 0,21 80 
Log b -- 0,3314 " 1, Log b*^ -- 0,6628 — 2 b^ — 0.0460 

Log tang P ^ 0,662 2 — 1 p^ -=0^2640__ 

fi -^ 24*W30^ Log p'^ ^ 0,4216 3^ 

Log p = 0,7108 -- 1 
k4 = r (cos a + i sin a), où log r = 0,o635 — 2, a = 13 2^3' 10" 
kUX4-8ÎnX4.cosX4)=r'?(cos(2x-P)4-isîn(2a-P)), 2x = 2640 6'20- 
Log r 2 = 0,1 270 - 4 P = 24'^40;30 '^ 

Log p = 0,7108 ~ 1 2a-P =23 9^25^50- 

Log r'^p = 0,8378 — 5 = 0,8378 — 5 

Log cos (2a— P) = 0,7064n— 1 , Log sin (2a — P) =_0,9350n — 1 

0,5442„— 5 ' 0,8728a -5 



3" 



,.,vi 
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kl (X4 — Sin 14 C08 X.4) = — 0,000 0350 — i . 0,000 0593 



i ^1 (X4 — sin X4 CCS X4) = — 0,000 0088 — i . 0,ooo 0U8 

X4 = 0,960 4697 — i. 0,158 9795 



U4 = 0,960 4609 — i . 0,158 9943. 



2u 
^ = 7; — TTTTi^T 2u4 = 1,920 9218 — i . 0,317 9886=a-ib- r(cos a-i. sina), 
(1 + J/k r 



où r^ = a^ + b*^ tang a = — . 



Log a = 0,283 5097, Log a^ = 0,567 0194 , a*^ = 3,689 9341 

Log b = 0,502 4116— 1 , Log b'- = 0,004 8232 - 1 , b^ = 0. 101 1 167 

Log tang a = 0,218 9019 — 1 r' = 3 ,791 0508 

a = 9^23'58^i3 • Log r- = 0.578 7596 



Loor r = 0,289 3798 



1 4 |/^k' = 1,899 3839 — î • 0,178 8986 = a' -— i . b' == r' (co3 ol' — i . sin a'), 
où r 2 = a'2 + b'2, tang Oi' = K d + V^')^= »''* (^os 2a'- i . sin 2ol% 

Log a' = 0.278 6127 , Log a'^ = 0,557 2254 , a'* = 3,607 6583 

Log b' = 0,252 6069 — 1, Log b'^ = 0,505 2138 — 2, b'* = 0,032 0047 



Log tang a' = 0,973 9942 - 2 r'* = 3,639 6630 



a' = 5«22'50",46, 2a'=10n5'40'',92, Log r'^ = 0,561 0612 



u = 47(cos(2a'-a) +• i . sin (2a'— a)), 2a'— a = 1«21'42",79 
r " 

Log r = 0,289 3798 
Log r'* = 0,561 0612 



^^ë (li) = 0,728 3186 - 1 = 0,728 3186 — 1 
r 

Logco8(2a^- a)°0,999 8773 — 1, Log sin (2a' — a ) == 0.375 9773 — 2 

0,728 1959 — 1 0,104 2959 — 2 



U = 0,534 8056 + i • 0,012 71440. 

1 1 1 • On peut aussi trouver la valeur de Tintégrale elliptique : u = u + i^ 
à l'aide des formules du 105, qu'on peut résoudre par rapport à ç, t), 3, ^', ^', j', 
et desquelles on peut trouver les arguments U et t) séparément. 

Or les formules du 105 coincident avec les formules des paragraphes 
5 et 6, chapitre premier, si l'on pose: 
xi = sin am (u,k) = ç, yi = cos am (u,k) :^ ^, zi = ^ am (u,k) = J, 

)(i . /.v,i\_- sin am (D,kO _ ijc^ 

cos am (D,k') t)' 

1 1 



50 j2 ^^ cos am (it),k) =s 

5 
I z^ = ^ am (it),k) = 

9 desquelles on tire: 



co8am(t),kO ^" 

J am (t),kO i^ 

cos am (D,k') t)* ' 



18a 
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^ 1X2 t 1 ^ Z2 

""" ya' ~ y» 7a ' 

Au lieu de résoudre les équations du 105 par rapport à Ïî^,3, ï', t)', 3' 

on peut donc chercher la valeur de ces dernières quantités des formules du 
5 et 6, ou, ce qui vaut le même, des formules du 10, chapitre premier. 

Posons les fonctions elliptiques imaginaires ^, ^', Jj, ri\ Ç, t! sous les formes : 
^ = sinam (u + i . t3) = r (cos 4> -f" i • sin v|>), 
^•"izz sin am (u — i . t)) = r (cos ^ — i . sin vpl, 
ïj = cos am (u -|- i . t)) = r'(cos ^'+ i . sin 4*'), 
r/=: cos am (u — i . t)) = r'(cos v|>' — i . sin v|>'), 
C = zi am (u + i . D) = r''(cos4>''+ i . sin ^")i 
r= z/am (U — i . d) = r"(co8 '];"-. i . sin ^"j* 
Des valeurs nombreuses de xi, yi, zi, x^, 72, Z2, et de là de je, t), J,. 
^', t)\ l\ qu'on peut tirer des formules du 10, nous ferons ici remarquer le& 
suivantes. Nous ajoutons les numéros des formules du 10, dont elles sont tirées. 

V'-n' g:'+?'^_sin'v];.cos(^-4>'') 



(1) 



(2) f- = X1X2 . - = (34) . (37) = 

X2 

(3) t)^ = y,y2.^ = (35).(38) = 

ya 



Ç + r * ^n' - tn cos^''.sin(^'.î^) 
iyt+% ' g - ^' _ cos(T/>^^ — ^Q.sin^ 
i-\- r * ¥i- I'*? ~" cos^^^.sinCV' -+0* 



(4) î' 



Z,Z2 



^^ = (36) . (39) = ^'^^<' ^ - ^' 



Z2 



_ COS (■]>"— ^'O .sin'j i 
tj + rj'-^Ç- l'Ç "" cos tU'. sinC-^ - <&")' 

... ...^ x.l^ ^x_* ^1= (60) _ 1? - y ^ g+ 1' sin ^'. 8in(^"- it) 

^ ~7Î "yiy**^*yi "(63)-YÇ+%'-^Ç'-rrco8(<i»"-»|>').cosv}i' 

^, _ J_ _ y, (38) _ ^r/ + 1^, r/ t + »?r ^ cos(T/>'- 4^) ■ cos 4>" 

^ — -2— „ -yiya— 1,35^— ^-q_g, . ç_|_ç< cos -4*. cos (^"-4»')' 



(6) 



(7) 



i2 



yi 
z2 



ya 



... _ _- _ yi_îa y , y2_ (en _ gV_+|Vy , ^_tjî' _ C0s(tf^^~^).C0s4 >^^ 

^ ""yl ziya'z.z, (58) ^r+g'rÇ + Ç' cosW— ^).cos^'' 
Des formules (7), (8) et (9) du 10 on peut encore déduire les for- 
mules suivantes, qui auront dû avoir leur place défa dans le paragraphe 
10 du premier chapitre. 

Si l'on pose pour abréger* le dénominateur commun des formules (7), 
(8) et (9) du 10: 1 — k^xfx^ = N, et si l'on remarque qu'ion peut met- 
tre N sous les formes suivantes: 

N = 1 — k^xUl = zî + k^xjy? = z^ + k^x2y? = 
= yl + X? z? = y? + xî zl = -V, (z? Z.1 - k^y f y?), 
les formules (7), (8) et (9) du 10 deviendront: 

N^r= xî-xi = y| -y? =-^(zi -zî)=ï^Vfyizî-yM)-xî4-xi==î= '^îyf - ^lyf. 

Nw'=-ji-(zM— k'2) = yî -xazî=yi - x^z?, 

Nrr'=k'M-kVîy-!=zî-k*x2yf=z|— k=*xîy?; 
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et on trouvera de là: 

NCW + ÇÇ') ^ y^z| ^ zïyi = k'-^ N^r 4" 2y?zi = 2y|z| — k'^N^I', 
N(— i?»?'f Çt')= k'*(xl + X.1) = k'-^N^I' 4- 2k'2x| = 2k'«xf - k'2N^^', 
ISlk^ry»/ 4- çÇ') =z!zi + kVîyi =V2N -f- 2k2yfy| = 2zfzi — k'^N. 
ÎSÎ(-kV/4-^'J=— zîz2H-2k'2+-kViy|=k'^N+2k'-^kMx2=2k'^-k'2N 
N(k*||' + rÇ') = zl - k«xiyî = N - 2k2x^y? = 2zi — N, 
NCk'^f^' — ÇÇ') = k^xîyt - z? = N — 2zî = 2k2xîy|-N, 
N(^|' + WO = yf - ^1==? = N - 2x?zî = 2y? - N, 
N(^?' - WO = ^M - y'i = N - 2y? = 2x?z5 - N. 
De là on tire enfin les 16 formules suivantes: 

2k'2 



(8) k'* - k''i]r/ + ÇÇ' = 

(9) k'*|g' - W' + Çr = 



(10) 



(11) 



(13) 



(15) 



(16) 



(20) 



(21) 



1 - ^^' + W' = 
1 - k^l^' + Çç' = 



(12) -k'^^'—rjr]'-{iZ' = 



1 ^- ^^' + ,r/ = 



(14) i+k«^r+çt'= 



" K '/'/ rtb — j k^x^x* ' 



k'2+k*j?>?'+çr' = 



(17) k'«4-k«)jij'+Çt' = 

(18) — k'«|^'+W'+^?' = 

(19) k'«||' f i^/ + ÇÇ' = 



1— ?$' — )?»?' = 



(22) 1 4- k«||' — ÇÇ' = 



k^xfxl ' 



2k 



'2v2 



2yî 



2zî 



-k^xfxi' 
2k'2x| 



-k^xïxl ' 

27l 



-k^xfxi' 
2z2 



— k^xfxS 



y 1 



2k»yîyi 



— k*x?xr 

2Zj|^Z2 



— k^xfxl ' 

2y?z| 



— k*xîxi ' 
2y?zî 



— k^xîxl' 
2xîzi 



— k'xîxf ' 
2xfzf 



— k»xf xi ' 
2k«xîy| 



k XjXg 
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(23) 1 - k«||' - ÇÇ' = î^lâf^i • 



Or des formules précédentes (1) on tire: 

II' = r^ w' = r'«, ÇÇ' = r"2 ; 
donc on aura: 

,_ „_(9)_ k'^r''— r"»-fr" ^_ ^ (15)_ 1 k'^ + k^r'^-r"^ _ 
^^*' '^ ~*î~(8)~k'2— kV«+r"»""k^'Cl2)~k** k"»r«4-r'*-r"2 ~ 

_(20) _ l-fr^-i" '_ 1 (22)__1_ l^+kM— r^ 
~(H) ~l+k«r'^-|-r'-'«~k*"(13)~k« ' H-r^+r'* " 

,25) „.„y2„k'^ ^^=k'* j-'-L+j-i^ -JL (i6)^± -^'"+^^'+ 1::^ 

UOj 9 71 K . ^g^ K •k<a.k2r-2^^»2 k2"(l3) k*" l + r^+r'^ 

_(18)_— k'^r''+r''»+r"^ _k'^ (23)_k^ 1 — k^r^-r"^- 
"~ (Ï4)~ """l4-k*r«+r"* ~ k« ■(Ï2rk'» " -k'^r^V+r"*' 

UO) 5 zj K .^g^ K k'^— kV*-|-r"*~(14)~" H-k'*r2+r"S' "~ 

_a^)_k^frH-r^4V;« (212_ ,, — 1-f-r^+r'^ 

~(13)~ 1+r^-i-r"^ (Ï2)"" k'^r^ + r'* - r"« ' 

'2= ^L= 1 (12) 1 k'V+r'^-r" ^ 1 (15) 1 k'^kV^-r"' ' 
ï -y^ "k"^-(l3) k'«' l+r2+r'«" "k"''(22) k'^'l+k'r^-r"^ 

(21)_ — l + r^+r'» __(23)_— Hik«r^JV'^ 
~'(19)~k'«r*+r'24-r"»~ (16)~ -k'H-kV*+r"- ; 

,28) t,.._ 1 - 1 (8) ,1 k-'-k«r'^+r"^ k^ ^^^^-k^ l-r^-fr'« 



y2 k'2*(13) k'2- i+r2 + r'^ (16) '-k'-^+kV^+r"'^ 

_(11)_ 1— k^r^+r^^^ _^ ^9)_j^ k'^T^^T'^-\-v"^ 
~ (19)""k'2r2-f-r'2+r"2"-k'2 * (22)""k'2 ' l-f k2r2— r''2 * 

.00^ ,^2— ^1 — (14)_ 1+ k2r2 + r"2 _ (17) _ k^^+k^r^^ + r^^a _ 
"yi (13)"" H-r2+r'2 ~'U9)~k'2r2+r'2 + r''2 — 

"" '(16)"" •— k'^+k^r'M-r''^""^ '(22)"" 'l+k^r^— r"^- 
Si ^ = 8În am (u + î . t) ) = r (cos v|; + i • sîn 4*)i donc r et vp sont don- 
nées, on trouvera les valeurs de ip\ tl>*\ v\ r" à Taîde des équations: 

^2 ^ ^2 _ 1^ ^2^2 ^ ^2 -— 1^ k2^2 _ Ç2 — _J^'2 

desquelles on tire: 

/ r2 . cos 2^ 4-r'2 . cos 2^' = 1, r^ . sin 20 + r'^ . sin 2x1)' = o, 

(30) < k^r^ . cos 2^ +r"2. cos 20"= 1, k2r2 . sin 20 4- r"^. gin 2^"= o, 
(k2r'2. cos 2^'— r"2. cos 2^"=-k'% k^r'^.sin 2^'— r'^^.sin 20'= o, 

desquelles on tire: 

r2.sîn2']> ^,,, k2r2.sin2^]; 

(31) tang20'=-^ ^"T' ta°g20" = .--^ ^~,^ 

r^.cos2v|; — 1 ° k^r^. cos 2^p — 1 

(32) r'* = 1 — 2r2. cos 2^+ r*; r"*= 1 — 2k2r2. cos 24^ + kM. 

Les formules précédentes ont Heu pour des valeurs quelconques du 
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module k. Si le modale est une quantité réelle et plus petite que Tunité, 
k' sera une quantité réelle, et puisque les arguments U et D sont des quan- 
tités réelles, les fonctions elliptiques: 

ç ^^ sin am (u,k), i) =^ cos am (U,k), J = ^ am (u,k), 
ç' = sin ara(t),k'), ^* = cos amfD,k'), j'= J am (t),k'), 
seront des quantités réelles. Du reste cela suit des formules (24) — (29), dont 
les numérateurs et dénominateurs seront tous des quantités positives. En effiet 
des formules (32) et des suivantes, qu'on tire de même des formules (30) : 

r4= 1 — 2r'2 . cos 2^\)' + r'*; r''4=: k'^-j- 2k'2k2r'2.. cos 2^' -\- kV*; 
kM= 1 — 2r''2. cos 2^"+r"*; kV* = k'* — 2k'2r"2. cos 2^'' -f- r"* 
il suit que: 
r'4 = ou<(l +r2)2, r"4 = ou<(l + k2r2)2, r4=ou<(l + t"^)\ 
r"* = ou <(k'?-f k2r'2)2, kV =- ou<(H-r"2V)2^ kV4=ou<(k'2 -j-r"2)2. 

Donc : r'2 = ou < 1 + r2, r"2 == ou < 1 -\- k2r2, r2 == ou < 1 + r'2, 
r"2= ou < k'2 + k2r'2 ; k2r2 = ou < 1 + r"2, k2r"2 = ou < k'^ + r''2. 
Pour déterminer les signes des quantités ^, ^, î, Jf'. t}\ j', dont les for- 
mules (24) — (29) donnent les carrés, on remarque qu'en vertu des for- 
mules (1) du 103, et puisque le dénominateur commun: 1 -î^^*'^= ^'2_[_k2^2^.'2 
est une quantité positive: 

^j' doit avoir le même signe que cos 4^» 
t)t)* doit avoir le même signe que cos ^', 
t)'jj' doit avoir le même signe que cos v[;", 
t)jç't)' doit avoir le même signe que sin 4*, 
rjç'j' doit avoir le signe contraire de sin ^\ 
^t}^' doit avoir le signe contraire de sin 4*". 
De là on trouve que, tandis qu'on peut choisir arbitrairement les 
signes de t) et de J, on doit toujours donner: 

à ç le même signe que t|j . cos tp . cos tp* . cos ip*\ 
à jç' le même signe que ^ . sin tp . cos ip\ 
à tj* le même signe que t) . cos vp', 
à j' le même signe que ïjl • cos ^* . cos ^**. 
Si Ton choisit les signes de ^, J, cos v}^' et cos v|>" positifs, on doit donner 
à jC le même signe que celui de la partie réelle de ^, à ^' le même signe que celui 
de la partie imaginaire de ^, tahdisque t}' et j' resteront des quantités positives. 



/ç dx 
' — ; =- 
l/l~x2.l/"Uk-^: 



ou 





dx rx' dx 
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on A pour une valeur quelconque réelle ou imaginaire de §: 

f^ dx p dx , . n' d x_ 

J l/'i-~x*.]/l-k«x« J j/l-x^Kl-k^x* ■«/ V'i-x^l/'l-k' 



où ; et jç' sont des quantités réelles, dont les carrés sont déterminés par 
les formules précédentes (24) et (27). Le signe de ^° est le même que celui 
de la partie réelle de ^, le signe de ^' est celui de la partie imaginaire de ^. 
Exemple. Soit k = ^, ^ = H- V—i. On a alors: k'^ = f, 
^=l + i = r(cos4<-f i.sin4<), donc: r = >/"2, '|> = 450; 
r'* = 1 — 2r«. cos 24> 4- r* = 1 + 4, r'=l/5, 

r"* = 1 — 2k«r2 . cos 2«l> 4- k*r* = 1 + yV *'»•"= ^ ' 

_ 1 + r« - r'^ _ 14-2-1/ 5 _ 6-2^5 _ _ " 
* ""l+k='r'î-l-r"2~", , 1 , K5~" 3-|-]/'5'~ -'^V'^^ 

' 2 "2~ 

^ + 2 + ~2~ 
3 , l/ô , |/5 



2 



_ k^« + kV2+r"=î _ 4 "^ 4 "'" 2 _3^-3K5_— 3 + 3^ 



a'= 



o 



l+k«r*4-r"* ~ .,1,1/5 ~"6+2l/"5 

1 .... ^ + _ 



. -t +r^' + r'" _ -l-|-2 41 /5_2+2]/"5_2 

ï k'^r'*+r'« + r"a~"3 , ./-, , K 5 "~ 3"f 31/ 5 " 3' 

2 + K0+-2- 

,.,_ l -k»rH-r "' • 2^ 2 _ 1 -H/"5 _ 1 

^'~k'V+r'«4-r"« ~3 , , ,, , 1/5 "34 31/5" 8' 

2 4-1/54—2- 

,, _ k'' + k»r^»+ r"^ _ 4 "^ 4 "^ 2 _ 34:^3|/5 _ 1 
* ~k'V-fr'«+r"-'~3 , ,,, , , V'5~64-6l/5~2' 

Donc on aura: 



jç zz: 4 (3 - K^) K2, l) = K3F-'^— 6, Î = il/"3V5— 3 

rl + K> l dx _ _ 

_ ri{S'yb)y2 dx_ , ^_ ' çkV^ dx 



' "^ * 



— -) ==^~- r;^i7^^ k'2 =:f, et en vertu de Texemple 9~ du 96: 
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Log (- ) = 1,745 3941, Log K ^ 0,226 7933^ 

H ■ 

]/ 5 = 2,23 6 0680, Logk'^ = 0,875 0613— 1 

Sy^b — S : ^ 3,708 2040 Log |/ k' = 0.968 7653 -- 1 

Log (43 2 ) = 0,569 1 636 }/k* = 0,930 6049 

Log(2j') = 0,284 5818 



Log J = 0,983 5518 - 1 
i = 0.962 8349 
j/^k' = 0,930 6049 
i - |/^k' = 0.032 2300, Log (3 — V^k') = 0,508 2603 - 2 

3 -f |/k' = 1.893 4398, Log (3 -}- ]/ k'j = 0, 2 77 2515 

0,231 0088 — 2 

Log -- = 1,444 3641 
2q 



7t\l 
Log (•os(--)= 0,675 3729 -- 1 

TTU 

^ =61^44'4'',26= 1.077 4706 



Log {-—-)=: 0,032 4055 
Log K = 226 7933 



Log (tT u) = 0,259 1988 

Log;r = 0,497 1499 



LogU =0,762 0489— 1 



U = 0,578 16n 



''"^ (?) '2^' ■ î' + K k ' k = è. 5' = i K2 = Kk, donc : cos (^j = 0, 



»=/ 



- ; = — , t) = -— -. Or en vertu de Texemple 9 du 96 

on a: K' = 2,i56 5i5; donc: t) = 1,078 2575. 
i+K-i dx 

= 0,578 1611 4- » • 1^078 2575 



1 1 2. Si U = 0, donc ^ = 90^\ on a g = sin am (it),k) = ir, g-^ = — rS 
i]>' = o, ^" = 0, r' = |/'r+72, r" = |/'n-"k^i^. Les formules (24) et 
(26) du paragraphe précédent donneront alors: 



3C = o, ^'' = 



<ix 



|/l+r^' 
et on aura: 

J l/l— X^ ]/ l-k^x2 J |/l— X2, l/l-k'^x^ 

On peut 'au reste tirer cette formule directement des formules du pa- 
ragraphe 19. Si Ton y change k en k', x en ^' et pose f = ir, on en tire: 
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'ir dx . n* dx 



/ir dx . riC' 



yy-x^Vuk^x^ J l/l— x^ l/"l-k' 

où: ^ = ir= ^ =, donc: r = — r= , ç'= 



-.-^T' 



==it. 



X2 



Exemple. Soit k^ = J, g^ _ _ 3^ ^^i j/g On a alors : 
k'2=i r = l/'3 r' = - --^ 

/i K 3 dx . r-^- dx 

Or en vertu de l'exemple 2 du 106 on a: D ^=' 1,142 429. 
Donc on aura: u ^= i . I,i42 429. 

110. Nous avons dans les paragraphes précédents seulement trouvé une 
des valeurs de l'intégrale elliptique u. Or on trouve toutes les autres va- 
leurs de celle-là à Taide des formules (3) du 24. Si le sinus de l'amplitude, 
X, est donné, et que u soit la valeur de l'intégrale elliptique, ou de l'argu- 
ment, trouvée par les formules des paragraphes précédents, toutes les autres 
valeurs de cette intégrale seront données par la formule: 

2nK+2miK'-f (— l)".u 
où n et m sont des nombres entiers quelconques. 

Si au lieu du sinus de Tamplitude, x, l'amplitude elle même, ^, est 
donnée, toutes les autres valeurs de l'argument seront données par la formule : 

2miK' + u, 
où m est un nombre entier quelconque. 

On voit facilement la coïncidence de ces deux formules. En effet si 
Ton désigne par cp une quelconque des arcs, dont le sinus est x, toutes les 
autres valeurs de ces arcs seront données par la formule: n7U-^( — 1)" (p. 

Or on a: p+^-'>°? '1?' _ f^J? , r-+(-')'9_d^. 

n Zn 

M«'«=J J^-J J^-^-J J^+J J^+--+J „^9 

^ n n I2n-l)^ 

T ^ 

et, si Ton pose ^' = nx — (p, on trouve : 

n 

(2n-l)? ? 

si l'on pose q)* •=i(p — nTC, on< trouve : 
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!t^ 



'>i 



P. 



/I2n+l)^cl^ r^dcp^ 



Donc on a: 

77 3nr 



pi?'=:r4^=pi^ = ... = K, ri^ = 2nK. 

^ n 

De plus si Ton pose: cp=zn7r-\- ( — 1)"^', on trouve: 



Donc on a: 



^^^ _ 2nK+ (- l)"u = 2nK + (- 1)" (2miK' -h u). 







ou puisque, quand m est un nombre entier quelconque, ( — 1 )" m sera de 
même une nombre entier quelconque: 

r ^ — ^ = 2nK + 2mîK' + (— 1)-. u. 



-^2S2s^ 



ir. Addition au Chapitre dixièrae. 

'^' Formules des racines bicarrées des modules. 

Des formules du 88 on peut à Taide de là transformation de Lan- 
den déduire des formules nouvelles des racines bicarrées des modules k et k\ 
Si Ton change q en q-, on changera en vertu du 78 en même temps: k en 

k^ = TXv' ^^ ^' ®* ^'2 = ï+k'' ^ ^^ ^'^ ^^ ^' "T"* ^® ^* formule (1) 
du 88 on trouve par cette substitution: 

Y^ = f f . V-k' = 1 + 2J.C-I)". q-', 
et de là, en divisant par l'équation (3) du 88, on trouvera: 

■ ■+^!.(-N'- .-.,HV-..-+.... 

1 

En divisant dans Téquation (1) du 88, on trouvera*. 
l+2f„(— irq»' o -1.0 4 99. 

l + 2f.(-l)»q^»'"l-^^^ + ^^^-^^"+--- 

1 

19 
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De même si l'on change q en J/q, on changera en vertu du 78 au 
même temps: k eu k , = ?^, k' en k'. =^^^, K en Ki = K (1 + k). 
De la formule <2) du 88 on trouve par cette substitution: 

et de là en divisant par Téquatiou (3) du 88, on trouvera: 



00 



(8) V^==V2.y<iJ^^ = V2.f<i.jip^^^ir^. 

1+2-S'. q"' H-2q+2q*+2q''+,.. 

1 

£n divisant dans Téquation (2) du 88, on trouvera de même: 

00 

(4) v^=v^-v^-t-^=v^-v^ \l\i li W ■■■ ■ 

De ces dernières formules on peut encore déduire deux formules nou- 
velles de yk et |/k' à laide de la substitution du 88. Si Ton change 
q en — q, on doit en vertu de ce paragraphe changer: k en db —<, K en 

8 4 — — 8 

k'K; donc, puisque: y — q=:I/ dbi.|/ q, (- 1)"'-" = -[- 1 et (— 1)"' = 
= ( — 1)", on trouvera: 

■ Q- n*— n n^ — n 

(/i: = K2.1>,. '^-'~"^" -=:K^.V-,./77j'+''!+,-^ 

^ ^ l4.2-5'„(— l)".q"' 1— 2q+2q*— 2qM-... 

I 

V^--V2 Va-^^^ -1/2 ,' l+q'+q''4-q^'+... 

^.{-1)2 .q* 4 4 -TH-r 

I 

et de là, en multipliant la première par la formule (2), et divisant la demi- 
ère dans la formule (4): 



00 
8 



n*— n n*— n 



(5) Kk = K2.Kq.-^— « - = K2.Kq- ,'j.^+^tï- . 

1 14-9^ r n»n2" l-/q -f-zq -.^q -f-... 



l+2^.( — l)»qî 

I 

,-_ n' — n n' — n 

00 

(6) lVk^-^ °^~^^ ' -q ^ _ i_q_q»4.q6+.. 

Sa-:- ~ H-q+q»Hq«+... ' 
De la formule (1) du 93 jointe aux formules (1) et (2) du 89 on 
peut encore déduire des formules nouvelles de yk et yk\ En effet on 
trouve de ces dernières formules: 

4.(l4-q") . (l-q^) ^ ., kd-q*') 

>/k = I/2.l^q-i = K2.]/q. 



fl.(l + q»»-»).(l-q2») . il. (1 — (— l)"q") 

1 I 



281. 






iZ„(l + q2»-l). (1-q»») iT„(l_(_l)-q.) 

1 1 

Or de la formule (1) du 93 on trouve, si Ton substitue |/q au lieu de q:* 



00 +« 3n=+n 

(7) iT„(l— q")= ^„(— l)n.q 2 ; 

1 —00 



puis, en substituant ici — q au lieu de q : 

00 +00 n*+n 3û®+n 

1 —00 



(8) JT„(1— (— l)»q»)=^„(— 1) 2 -.q 2-; 

1 —00 

et enfin, si Ton substitue dans la formule (1) du 93 q^ au lieu de q: 

(9) JT„ (1— q^") = 2, (— l)»q6n"+2n^ 



_oo 



Donc on aura: ^ 

4-00 

(10) l/k = 1/^2 . y q .^"^ ÏT r-Tx--K2>l/q. :,^ J -^— 

^ ^ r r r n ^00 n'+n 3n^ + D '^ '^ 1-fq-q^-q* — ... 

-„ (-1) 2 . q 2 

— 00 

+ 00 3n^+n 

,„ , ,>y _ -i^Z!!!:!! _ _ l-q-q^+q»+q^-... 
(il) ya — _^^ ^^jj 3nN;^~ l-(-q— qS—q»— qT— ...• 

■^«(-l) 2 .q * 



--ssss^ 



